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Einflihrung in die physikalisch-chemischen Betrachtungsweisen,

Grundbegriffe und Arbeitstechniken

Das Gesamtgebiet der Physikalischen Chemie wird
iiblicherweise in die Sparten Chemische Thermo-
dynamik, Statistische Thermodynamik, Transport-
erscheinungen, Aufbau der Materie (Quantenche-
mie, Spektroskopie und chemische Bindung), Reak-
tionskinetik und Elektrochemie gegliedert. Die Rei-
henfolge, in der diese Teilgebiete im Hochschulun-
terricht behandelt werden, ist sehr unterschiedlich;
teilweise werden sie vollig von einander getrennt an-
geboten. Wir wollen den entgegengesetzten Weg ge-
hen und die Physikalische Chemie als ein Ganzes
betrachten.

In diesem ersten Kapitel werden wir die Betrach-
tungsweisen kennenlernen, die den einzelnen Teilge-
bieten zu Grunde liegen, die Grenzen sehen, die gera-
de die Betrachtungsweisen den Aussagemoglichkeiten
setzen und erkennen, in wie starkem MafSe jede Spar-
te der Physikalischen Chemie von den Erkenntnissen
lebt, die in den anderen Teilgebieten gewonnen wer-
den.

Wir werden mit einer Einfithrung in die chemi-
sche Thermodynamik beginnen und sehr bald fest-
stellen, dass es uns in Anbetracht der angewandten
Vorgehensweise nicht gelingen kann, thermodynami-
sche GrofSen absolut zu berechnen. Die Suche nach
einer Berechnungsmoglichkeit wird uns dann {ber
die kinetische Gastheorie zur statistischen Thermo-
dynamik fithren. Die Beschéftigung mit dieser Me-
thode wird uns zeigen, dass sie prinzipiell in der La-
ge ist, die gewiinschten Daten zu liefern, wenn man
die Energiezustinde kennt, in denen ein Molekiil vor-
liegen kann. Die Suche nach diesen Energiezustinden
wird uns zwangsldufig zur Quantentheorie fithren. Die
Frage nach dem Einfluss der Zeit haben wir bis jetzt
nicht gestellt. Wollen wir auch zeitliche Veranderun-
gen behandeln, so kommen wir zur chemischen Ki-
netik, unserem fiinften einfitihrenden Abschnitt. Den
Abschluss des ersten Kapitels wird eine Einfithrung in
die Elektrochemie bilden. In diesem Abschnitt werden
wir uns erstmals mit geladenen Teilchen beschiftigen.

Obwohl uns das erste Kapitel motivieren soll,
die Physikalische Chemie als ein Ganzes zu sehen,

sind seine Abschnitte so angelegt, dass sie auch als
selbststandige Einfiihrung in die folgenden Kapitel
Chemische Thermodynamik, Aufbau der Materie,
Transporterscheinungen, Kinetik und die Beugungs-
erscheinungen als Grundlage der Strukturbestim-
mung dienen. Der Elektrochemie ist kein gesondertes
Kapitel gewidmet, da es sich als zweckmaf3ig erweisen
wird, die elektrochemischen Aspekte in den Kapiteln
Thermodynamik, Transporterscheinungen und Kine-
tik mit zu behandeln.

1.1 Einfiihrung in die chemische
Thermodynamik

=
In diesem ersten Abschnitt wollen wir uns mit den
Methoden der thermodynamischen Betrachtungs-
weise vertraut machen. Wir werden versuchen, den
Zustand der Materie oder Anderungen dieses Zu-
standes zu beschreiben.

Zunichst wird es darauf ankommen, Begriffe, For-
mulierungen und mathematische Methoden ken-
nenzulernen, die in der Thermodynamik immer wie-
der verwendet werden. Viele dieser Begriffe, wie
Gleichgewicht oder Arbeit, sind uns aus der Mecha-
nik bekannt, andere, wie System, Umgebung, Phase,
Temperatur, Widrmemenge, miissen wir neu einfith-
ren (Abschnitte 1.1.2 bis 1.1.9).

Wir werden erfahren, dass der Zustand einer
Phase mithilfe einer Zustandsgleichung beschrieben
werden kann, die sog. Zustandsgroffen miteinander
verkniipft. Als Beispiel werden wir uns vornehm-
lich auf das ideale Gas beziehen (Abschnitte 1.1.10
und 1.1.11).

Die Betrachtung der Energieumsétze, mit denen
eine Zustandsdnderung verbunden ist, wird uns zum
Ersten Hauptsatz der Thermodynamik, der kalori-
schen Zustandsgleichung, und zu den Zustandsgro-
Ben Innere Energie U und Enthalpie H fithren (Ab-
schnitt 1.1.12). Wir werden die Bedeutung des tota-
len Differentials von U und H fiir die Berechnung
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von Energieumsetzungen bei Zustandsédnderungen
durch Temperatur, Volumen- oder Druckidnderun-
gen oder chemische Reaktionen behandeln und die
Bedeutung der partiellen Differentialquotienten er-
kennen (Abschnitte 1.1.13 bis 1.1.16).

Die Besprechung des Carnot’schen Kreisprozes-
ses (Abschnitte 1.1.17 bis 1.1.18) wird die Gele-
genheit bieten, auf Reversibilitdt und Irreversibilitdt
einzugehen und schliefilich zur Einfithrung der En-
tropie und zur Behandlung des Zweiten Hauptsatzes
der Thermodynamik iberleiten (Abschnitte 1.1.19
bis 1.1.20).

1.1.1 Zustand

Unter einem bestimmten Zustand der Materie verste-
hen wir in der chemischen Thermodynamik ihre au-
genblickliche, durch makroskopische Grofien, die sog.
Zustandsgrofen (z. B. Temperatur, Volumen, Druck),
beschreibbare Beschaffenheit. Der strukturelle Auf-
bau der Materie ist fiir die chemische Thermodynamik
uninteressant. Es spielt nicht einmal eine Rolle, ob sie
kontinuierlich oder diskontinuierlich (aus individuel-
len Teilchen) aufgebaut ist.

1.1.2 System und Umgebung

Bei der Materie, iiber deren Verhalten wir etwas aus-
sagen wollen, wird es sich im Allgemeinen nicht um
das ganze Universum handeln, sondern um einen win-
zigen, begrenzten Teil davon. Es kann beispielsweise
der Inhalt eines Becherglases, der Inhalt eines abge-
schmolzenen Bombenrohres oder der Inhalt einer ver-
schlossenen Thermosflasche sein. Wir nennen diesen,
uns interessierenden Teil des Universums das System
und alles das, was nicht zu dem System gehort, die
Umgebung.

Die drei genannten Beispiele scheinen zunéchst
wahllos aus der Arbeitswelt des Chemikers herausge-
griffen zu sein, doch werden wir erkennen, dass es sich
um die Vertreter dreier, voneinander streng zu unter-
scheidender Typen von Systemen handelt.

Beim Inhalt eines Becherglases ist lediglich eine
rdaumliche Abgrenzung gegeben. Es ist moglich, aus
dem Becherglas Materie zu entnehmen und durch
neue zu ersetzen. Man kann einen Bunsenbrenner
darunterstellen und so Warmeenergie zufithren oder
das Becherglas mit seinem Inhalt von auflen kiihlen.
Ein solches System, bei dem mit der Umgebung ein
Materie- und Energieaustausch moglich ist, bezeich-
nen wir als offenes System.

Im Fall des abgeschmolzenen Bombenrohres kon-
nen wir mit der Umgebung keinen Materieaustausch
mehr vornehmen, wohl aber einen Energieaustausch,
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Abb. 1.1-1 (a) Offenes System, sowohl Energie- als auch Ma-
terieaustausch mit der Umgebung, (b) geschlossenes System,
Energie-, aber kein Materieaustausch mit der Umgebung,

(c) abgeschlossenes System, weder Energie- noch Materieaus-
tausch mit der Umgebung.

z.B. durch Erwérmen oder Abkiihlen. Ein solches Sys-
tem nennen wir ein geschlossenes System.

Kann schlieflich, wie bei der allseitig verschlosse-
nen Thermosflasche, mit der Umgebung weder Mate-
rie noch Energie ausgetauscht werden, so spricht man
von einem abgeschlossenen System.

In Abb. 1.1-1 werden diese drei Systemtypen einan-
der noch einmal gegeniibergestellt.

1.1.3 Phase

Nachdem wir die Systeme beziiglich ihres Verhaltens
gegeniiber der Umgebung charakterisiert haben, wol-
len wir uns dem inneren Aufbau der Systeme zuwen-
den. Ein System kann ein- oder mehrphasig sein. Un-
ter einer Phase wollen wir dabei einen Bereich ver-
stehen, innerhalb dessen keine sprunghafte Anderung
irgendeiner physikalischen Grofle auftritt. An einer
Phasengrenze, d.h. beim Ubergang von einer Phase
in die benachbarte, dndern sich dagegen die physikali-
schen Grofien wie beispielsweise Dichte, Brechungs-
index oder elektrische Leitfdhigkeit sprunghaft, ge-
nauer gesagt, innerhalb einer nur wenige Molekil-
durchmesser dicken Schicht. Im allgemeinen ist die
Zahl der Teilchen in der Phasengrenzfliche so klein
gegeniiber der im Phaseninnern, dass der Einfluss der
Grenzflache auf die thermodynamischen Eigenschaf-
ten der Phase vernachldssigt werden kann. Ist das
nicht der Fall, so miissen die im Abschnitt 2.7 behan-
delten Phanomene beriicksichtigt werden.

Wir wollen einige ein- und mehrphasige Systeme
betrachten. Ein System, in dem sich ausschliefllich Ga-
se befinden, kann nur einphasig sein, unabhingig da-
von, ob es sich um einen reinen Stoff oder um eine
Mischung verschiedener Stoffe handelt. Ein System,
das aus mehreren Fliissigkeiten besteht, kann einpha-
sig sein, wenn sich die Fliissigkeiten mischen, wie z. B.
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Abb. 1.1-2 (a) Stabiles Gleichgewicht, (b) labiles (instabiles) Gleichgewicht, (c) metastabiles Gleichgewicht.

Heptan und Octan, oder mehrphasig, wenn sich die
Fliissigkeiten nicht vollstdndig mischen, wie z. B. Was-
ser und Diethylether. Wird ein System aus reinem
Wasser und einem Salz aufgebaut, so ist das System
einphasig, wenn sich das gesamte Salz 16st, zweipha-
sig, wenn neben der Losung noch ungel6stes Salz vor-
liegt. Dabei spielt es keine Rolle, wie viele Salzkristal-
le als Bodenkorper vorliegen, da eine Phase nicht zu-
sammenhéngend sein muss, sondern aus raumlich ge-
trennten Bereichen bestehen kann. Setzt sich ein Sys-
tem aus Gas, Flissigkeit und Festkorper zusammen, so
muss es mindestens dreiphasig sein.

1.1.4 Gleichgewicht

Aus der Mechanik kennen wir die Begriffe der Sta-
bilitat, der Instabilitit und der Metastabilitit. In
Abb. 1.1-2 sind diese Begriffe am Beispiel einer Kugel
erldutert: In der Position (a) befindet sich die Kugel in
der energetisch tiefsten Lage. Von selbst kann sie die-
se Lage nicht verlassen. Wird sie durch die Einwirkung
einer Kraft aus dieser Lage entfernt, so kehrt sie nach
dem Fortfall der Kraft von selbst in die Position des
stabilen Gleichgewichts zuriick.

Ebenso bezeichnen wir ein System als im stabilen
Gleichgewicht befindlich, wenn es nur durch Einwir-
kung von auflen diesen Zustand verlassen kann, aber
nach dem Aufheben der Einwirkung von selbst in die-
sen Zustand zuriickkehrt.

Die Position (b) stellt ein labiles Gleichgewicht dar.
Die Kugel wird, sobald sie nur ein wenig aus ihrer
Lage verriickt wird, in die Position (a), in das stabile
Gleichgewicht, tibergehen. Es ist unmoglich, dass sie
von selbst wieder in die Ausgangsposition (b) zuriick-
gelangt. Ebenso sprechen wir bei einem thermody-
namischen System von einem labilen Gleichgewicht
oder von Instabilitit, wenn es nach Aufhebung ei-
ner moglicherweise vorliegenden Hemmung spontan,
d. h. von selbst in den Zustand des stabilen Gleichge-
wichts iibergeht.

Von Interesse ist noch die Position (c). Wird die Ku-
gel nur wenig aus ihrer Ruhelage entfernt, so geht sie

von selbst in diese zuriick. Bei einer starkeren Aus-
lenkung wird sie jedoch iiber das kleine Hindernis
rollen und in die stabile Gleichgewichtslage (a) ge-
langen. Geht ein System nach einer nur geringfiigi-
gen Einwirkung von auflen in den urspriinglichen,
nach einer stirkeren Einwirkung jedoch in einen ener-
getisch giinstigeren Gleichgewichtszustand iiber, so
nennt man den urspriinglichen Zustand einen meta-
stabilen Gleichgewichtszustand.

Wir werden uns spater damit zu beschéftigen haben,
die Kriterien fiir das Vorliegen eines stabilen, metasta-
bilen oder instabilen Gleichgewichts aufzustellen.

1.1.5 Arbeit

Wir werden sehr bald sehen, dass die Betrachtung
von Energien, Energieinderungen und Energietiber-
tragungen eine grofie Rolle in der Thermodynamik
spielt. Von der Physik her wissen wir, dass es zwei qua-
litativ verschiedene Moglichkeiten gibt, Energie von
einem makroskopischen Korper auf einen anderen zu
iibertragen, ndmlich durch Leisten von Arbeit oder
durch Warmeaustausch. In diesem Abschnitt wollen
wir uns mit dem Begriff der Arbeit beschiftigen, den
wir bereits aus der Mechanik kennen. Dem Begriff der
Wiarme wenden wir uns im Abschnitt 1.1.7 zu.

Die Arbeit W ist gegeben durch das skalare Produkt
aus den Vektoren Kraft F und Weg s. Fiir den Fall, dass
die Richtungen von Kraft und Weg zusammenfallen,
gilt

dwW =F-ds (1.1-1)

S
W=JF-ds

S1

(1.1-2)

Die Arbeit ist also die Flache unter der Kurve F(s) zwi-
schen den Abszissenwerten s; und s, (Abb. 1.1-3).
Die Kraft F kann in verschiedener Weise ausge-
driickt werden. Beim Heben einer Masse m von der
Hohe 4, auf die Hohe /1, leisten wir die Hubarbeit

3



4 | 1 Einfiihrung in die physikalisch-chemischen Betrachtungsweisen, Grundbegriffe und Arbeitstechniken

(Abb. 1.1-3b) gegen die Gewichtskraft m - g. F ist die
der Gewichtskraft entgegenwirkende Kraft:

By Iy
Wi = J F-dh= j mg-dh = mg(hy — hy) (1.1-3)
iy iy

Beim Beschleunigen einer Masse m von der Ge-
schwindigkeit v = 0 auf die Geschwindigkeit v; leisten
wir Beschleunigungsarbeit (Abb. 1.1-3c). Die Kraft F
berechnen wir nach dem Newton’schen Kraftgesetz:

51 51 ty

d
WBeschI= J F-ds= J ma -ds = J m-d—:-v-dt
5=0 5=0 =0
V1
= J mwdv:—mv?
v=0
(1.1-4)

Fiir uns sind von besonderem Interesse Arbeiten, die
ein thermodynamisches System leisten kann oder die
an einem solchen System geleistet werden konnen.
Das System bestehe aus einem Gas, das sich in einem
Zylinder befindet, der mit einem reibungslos beweg-
lichen Stempel versehen ist. Bei der Expansion leis-
tet das Gas eine Arbeit gegen die von auflen wirken-
de Kraft F, die gegeben ist durch das Gewicht G, wel-
ches sich zusammensetzt aus dem Gewicht des Stem-
pels, dem Gewicht der aufgelegten Gewichtsstiicke
und dem Gewicht der tiber dem Stempel stehenden
Luftsdule (Abb. 1.1-4). Wir fragen nun nach der Ar-
beit, die das System leistet, wenn es sich gegen die
Kraft F unter Vergroflerung seines Volumens von V}
auf V, ausdehnt und dabei den Stempel von der Positi-
on s, in die Position s, hebt. Bei der Berechnung dieser
Volumenarbeit Wy, miissen wir beachten, dass Kraft
und Weg einander entgegengesetzt gerichtet sind, also
schreiben wir

52
JF-ds

S1

Wyl = — (1.1-5)

Ersetzen wir die Kraft F durch den von aufen auf die
Flache A des Stempels wirkenden Druck p geméf3

== 1.1-6
p=7 (1.1-6)
und die Strecke s durch die Volumenidnderung dV =

A - ds, soist

F
F m-g m-v
5 S h o v
@ s ' h? © v
P Q
v v U U,
(d) 1 v z (e) 1 U 2

Abb. 1.1-3 Graphische Darstellung der geleisteten Arbeit

(a) allgemein, (b) Hubarbeit, (c) Beschleunigungsarbeit, (d) Vo-
lumenarbeit (fiir den reversiblen, isothermen Fall), (e) elektri-
sche Arbeit.

7 Flache A

Gewicht G <<_|

Abb. 1.1-4 Zur Ableitung der Volumenarbeit.

Vy Vy
dv
WV01=—J-p'A'7=—J-p'dV (11—7)
Vl Vl

Prinzipiell rechnen wir alle Energiebetrége, die in das
System hineingesteckt werden, positiv, alle Energiebe-
tridge, die das System abgibt, negativ, so, wie es sich
aus GI. (1.1-5) durch das Minuszeichen automatisch
ergibt.

Das System konnte auch an Stelle einer Volumenar-
beit elektrische Arbeit leisten, beispielsweise, wenn das
System eine galvanische Zelle ist. Die Kraft F ist dann
durch das Produkt aus der Ladung Q und der Feldstar-
ke E gegeben:

F=Q-E (1.1-8)
wobei die Feldstarke wiederum aus dem Spannungs-
abfall dU langs des Weges ds zu berechnen ist. Es gilt
also



B3 U,
du
Weleker = — | QEds =— QE ds=-Q(U,—-U,)
S1 u

(1.1-9)

Abbildung 1.1-3d veranschaulicht die Volumenarbeit
(fiir den Fall einer isothermen und reversiblen Expan-
sion eines idealen Gases, wie wir sie ausfiihrlich in Ab-
schnitt 1.1.7 behandeln werden), Abb. 1.1-3e die elek-
trische Arbeit.

1.1.6 Temperatur - Nullter Hauptsatz der
Thermodynamik

Die Erfahrung zeigt uns, dass nicht alle Grofien, die
den Zustand eines thermodynamischen Systems be-
schreiben, bereits in der klassischen Mechanik ver-
wendet werden.

Nehmen wir zwei identische Systeme, z. B. zwei Be-
cherglaser, die mit der gleichen Menge Wasser gefiillt
sind, und stellen eins davon auf eine eingeschaltete
Heizplatte, wihrend das andere auf dem Labortisch
stehen bleibt, so werden wir nach kurzer Zeit feststel-
len, dass sich die Zustinde der Systeme unterschei-
den. Wir brauchen die beiden Bechergldser nur anzu-
fassen: Das auf dem Labortisch verbliebene erscheint
uns kalt im Vergleich zu dem auf der Kochplatte ste-
henden. Hitten wir das eine Glas jedoch nicht auf eine
Kochplatte, sondern in einen Kiihlschrank gestellt, so
wire das auf dem Labortisch verbliebene Glas von uns
als warm im Vergleich zu dem im Kiihlschrank befind-
lichen empfunden worden.

Wir haben damit eine neue Eigenschaft unseres Sys-
tems entdeckt, die wir bislang jedoch nur durch ei-
ne subjektive Empfindung charakterisiert haben. Da-
bei haben wir erkannt, dass ein und dasselbe System,
das seinen Zustand nicht geéndert hat, von uns ein-
mal als kalt, das andere Mal als warm bezeichnet wur-
de. Wir suchen nun nach einer eindeutigen Definition
fiir diese Eigenschaft. Dazu wollen wir einen Versuch
durchfihren, der in Abb. 1.1-5 skizziert ist.

Wir nehmen zwei Systeme, A und B, von denen sich
jedes in einem Gleichgewichtszustand befindet. Wir
erkennen das daran, dass sich die Zustédnde der Sys-
teme mit der Zeit nicht déndern. Das System A konnte
beispielsweise ein mit einer bestimmten Wassermen-
ge gefiilltes Dewar-Gefif3, das System B ein in einem
thermostatisierten Ofen lagerndes Metallstiick sein.
Wenn wir nun beide Systeme zu einem neuen Ge-
samtsystem A + B vereinigen, indem wir das Metall in
das Wasser fallen lassen, so laufen in beiden Teilsys-
temen messbare Prozesse, z. B. Volumenénderungen,

1.1 Einfiihrung in die chemische Thermodynamik
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Abb. 1.1-5 Zur Definition der Temperatur. Die Systeme A
und B (a) vor der Vereinigung, (b) nach der Vereinigung.

ab, bis sich ein neuer Gleichgewichtszustand einge-
stellt hat. Wir sagen, das Gesamtsystem befinde sich
nun im thermischen Gleichgewicht.

Hatten wir bei der Vereinigung unserer Systeme A
und B zum Gesamtsystem A+ B keinerlei Verdnde-
rungen in den Teilsystemen feststellen konnen, dann
wiren die beiden Systeme bereits vor der Vereinigung
miteinander im thermischen Gleichgewicht gewesen.
Auf den ersten Blick mag uns diese Feststellung trivial
vorkommen. Tatséchlich ist sie aber von so grofier Be-
deutung, dass man sie als Nullten Hauptsatz der Ther-
modynamik bezeichnet; denn durch sie wird eine der
wichtigsten Grofien der Thermodynamik, die Tempe-
ratur, eingefiithrt.

Der Nullte Hauptsatz der Thermodynamik lautet:
Alle Systeme, die sich mit einem gegebenen Sys-
tem im thermischen Gleichgewicht befinden, ste-
hen auch untereinander im thermischen Gleichge-
wicht. Diese Systeme haben eine gemeinsame Ei-
genschaft, sie haben dieselbe Temperatur.

Damit wir die Temperatur als eine Grofle zur Be-
schreibung des Zustandes eines Systems verwenden
konnen, benétigen wir zweierlei: ein geeignetes Mess-
verfahren und die Definition von Fixpunkten. Wir wis-
sen aus der Erfahrung, dass sich die Kérper im Allge-
meinen mit der Erwdrmung ausdehnen. Wir definie-
ren die Temperatur 6 nun so, dass ein linearer Zu-
sammenhang zwischen ihr und einer Messgrofie x,
z.B. dem Volumen, aber auch dem Druck, dem elek-
trischen Widerstand oder vielen anderen Grofien, be-
steht:

O(x) =ax +b (1.1-10)
Um eine — zundchst empirische — Temperaturskala
festzulegen, setzen wir willkiirlich zwei Fixpunkte fest:
den Schmelzpunkt (6 = 0 °C) und den Siedepunkt (6 =
100°C) des Wassers unter einem Druck von 1.013 bar
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(Celsius-Skala). Wir erhalten also

0°C=axy+b
100 OC = dxloo + b

Daraus ergeben sich die Konstanten a und b zu

. -100°C - x
L looc 0

¥100 ~ %0

(1.1-11)
X100 ~ %0

Die sog. Celsius-Temperatur 0 lasst sich dann mes-
sen als

x =X

O(x) = 100°C - (1.1-12)

X100 — %0

wenn x die Messgrofie bei der Temperatur 6, x, und
X100 diejenigen beim Schmelz- bzw. Siedepunkt des
Wassers unter einem Druck von 1.013 bar sind.

Oft verwendet man als Messgrofie ein Volumen
(z.B. im Quecksilberthermometer). Besonders exak-
te Ergebnisse erhdlt man jedoch, wenn man als Mess-
grofle den Druck eines in einem bestimmten Volumen
abgeschlossenen Gases benutzt. Damit die Linearitét
zwischen 6 und p gewahrt bleibt, muss man sehr nied-
rige Driicke anwenden:

9 _ lim 100. 2P0
‘C o po=0 P100 ~ Po

wenn V = const.
(1.1-13)

Dabei stellt man fest, dass unabhingig von der Art des
Gases

Po
P1oo — Po

gilt. Man kann Gl. (1.1-13) also auch in der Form

lim 100 -

=273.15+0.01 (1.1-14)
po—0

9 _ lim 100 —2
C  pp—0 P10o — Po

—273.15 (V =const.)
(1.1-15)

schreiben. Die in Celsius-Graden ausgedriickte Tem-
peratur erscheint also als Differenz zweier Terme, von
denen der letztere dem Eispunkt des Wassers zu-
kommt. Fithren wir geméf3

6 T

= ——273.15
°‘C K

eine neue Temperaturskala ein, so gilt fiir diese

(1.1-16)

thermodynamische Temperatur

p

T = lim 100 - ——
P1oo — Po

po—0

K, wenn V = const.

(1.1-17)

Fiir beide Temperaturskalen, d. h. fiir 6 und 7T, betrédgt
nach Gl (1.1-15) bzw. (1.1-17) der Unterschied zwi-
schen dem Schmelz- und Siedepunkt des Wassers 100
Einheiten. Als solche verwenden wir bei der Celsius-
Temperatur die Celsius-Grade (°C), bei der thermody-
namischen oder absoluten Temperatur Kelvin (K).

Die theoretische Begriindung fiir die Einfithrung der
thermodynamischen Temperatur, die wir im Allge-
meinen verwenden werden, konnen wir erst spiter be-
handeln.

1.1.7 Warmeaustausch und Warmekapazitat

Nach der Einfithrung der Temperatur wollen wir uns
nun der Besprechung der zweiten in Abschnitt 1.1.5
angesprochenen Moglichkeit zur Energietibertra-
gung, dem Wirmeaustausch, zuwenden.

Wir haben beobachtet, dass bei der Vereinigung der
Systeme A (Dewar-Gefifs mit Wasser) und B (heifles
Metallstiick) eine Zustandsidnderung in diesen Syste-
men eintrat, die sich beim System A in einem An-
stieg der Temperatur duflerte. Dieselbe Zustandsén-
derung konnen wir aber auch erreichen, wenn wir —
dem historischen Versuch von Joule folgend — dem
Wasser durch einen Rithrer mechanische Arbeit zu-
fithren. Wir miissen daraus folgern, dass auch im ers-
teren Fall Energie, allerdings in einer von der mecha-
nischen Energie unterscheidbaren Form, auf das Sys-
tem A tibergegangen ist. Wir bezeichnen diese Form
der Energie als Wirme, den Vorgang als Wirmeaus-
tausch.

Wir wollen die Verhiltnisse quantitativ erfassen: Ein
System A habe die Masse m, und die Temperatur 7.
Ein zweites System B habe die Masse mz und die Tem-
peratur Ty, die hoher als 7', sein moge. Beim Zusam-
menfiigen der Systeme stellt sich (vgl. Abb. 1.1-5) eine
Temperatur T’y ,p ein, fir die gilt

Th <Tph,g<Ty.

Wenn bei diesem Vorgang eine gewisse Wiarmemen-
ge Q von B nach A tibergeht, dann miissen die Systeme
offenbar auch vorher schon Energie in Form von Wir-
me besessen haben. Beachten wir nun noch den uns
aus der Physik bekannten Energieerhaltungssatz (vgl.
auch Abschnitt 1.1.12), nach dem die gesamte, in ei-
nem abgeschlossenen System enthaltene Energie un-
verdndert bleibt, unabhéngig von den im System ab-
laufenden Prozessen, so konnen wir folgendes aussa-
gen: Die Systeme A und B bilden zusammen ein abge-
schlossenes System, denn wir haben nur eine Wech-
selwirkung zwischen den beiden Systemen, nicht aber
mit der Umgebung zugelassen. Infolgedessen muss die
{ibergehende Wirmemenge Q gleich der Anderung ir-
gendeiner Energiefunktion der Systeme A und B sein,



die eintritt, wenn sich die Systeme von T’y auf T ,p er-
wirmen bzw. von Ty auf T, abkithlen. Wir wollen
diese Energiefunktion, die wir spéater genauer bespre-
chen werden, mit H symbolisieren:

Q= Hyr,,p) ~ Hay = ~Hpr,,p) ~ Hazy)l
(1.1-18)

Die zum Erwédrmen eines Systems erforderliche
Wiarmemenge erweist sich als der Temperaturdif-
ferenz und der Stoffmenge 7 des Systems propor-
tional:

Wir nennen den Proportionalititsfaktor C Wairme-
kapazitdt, die durch die Stoffmenge n dividierte
Warmekapazitét ¢ die molare Warmekapazitdt.

Aus Gl. (1.1-18) und GI. (1.1-19) ergibt sich dann fir
eine Temperaturidnderung zwischen den Temperatu-
ren T} und T,

_1 iy

—_— 1.1-20
n  T,—T; ( )

c
Da, wie wir spiter erfahren werden, die molare Wir-
mekapazitit temperaturabhingig ist, miissen wir bei
ihrer Ermittlung die Temperaturdifferenz 7, — T,
klein genug wihlen. Wir formulieren deshalb richtiger

1 dQ 1 dH

T u dT  u dT (1.1-21)

1.1.8 Isotherme und adiabatische Prozesse

Bei der Untersuchung der Einstellung des thermischen
Gleichgewichts machen wir die Erfahrung, dass sich
dieses Gleichgewicht bisweilen sehr schnell, biswei-
len aber auch sehr langsam einstellt. Die Geschwin-
digkeit ist davon abhingig, wie die Winde beschaffen
sind, in die das System eingeschlossen ist. Durch man-
che Winde (z. B. Metallwénde) erfolgt der Tempera-
turausgleich sehr schnell, durch andere (z. B. Dewar-
Gefif3) sehr langsam. Erstere bezeichnen wir als dia-
thermische, letztere als adiabatische Wande.

Sind wir daran interessiert, Prozesse bei konstanter
Temperatur (isotherm) ablaufen zu lassen, so bringen
wir das System in einen hinreichend grofien Thermo-
staten, nachdem wir es in diathermische Wénde einge-
schlossen haben, um einen schnellen Temperaturaus-
gleich mit der Umgebung zu gewéhrleisten. Adiabati-
sche Wénde verhindern den Temperaturausgleich mit
der Umgebung, in ihnen ablaufende Prozesse heifSen
adiabatische Prozesse.

1.1 Einfiihrung in die chemische Thermodynamik

1.1.9 Intensive und extensive Grof3en

Bei ndherer Betrachtung der Grofien, mit denen wir
den Zustand eines Systems beschreiben kénnen, stel-
len wir fest, dass sie sich in zwei Gruppen einteilen
lassen. Die eine Gruppe bezeichnet Eigenschaften, die
von der Masse des Systems unabhingig sind. Man
nennt sie intensive Grofien; dazu gehoren beispiels-
weise Temperatur oder Druck. Die andere Gruppe
enthélt die extensiven Grofien. Sie sind von der Masse
des Systems abhéngig, wie z. B. das Volumen oder die
Stoffmenge. Wir erkennen dies sofort bei der Verei-
nigung zweier miteinander im thermischen Gleichge-
wicht befindlicher, identischer Systeme zu einem Ge-
samtsystem. Das Gesamtsystem zeigt dieselbe Tempe-
ratur und denselben Druck wie die beiden einzelnen
Systeme, aber das doppelte Volumen und die doppelte
Stoffmenge.

Intensive Eigenschaften werden durch kleine Buch-
stabensymbole, extensive durch grofle Buchstaben-
symbole angegeben. Eine Ausnahme bilden die ther-
modynamische Temperatur 7 und die Masse 1.

Dividiert man eine extensive GrofSe durch die Mas-
se m, so erhdlt man eine spezifische GrofSe. So ist das
spezifische Volumen

y=— (1.1-22)

m
Da spezifische Groflen von der Masse unabhingig
sind, werden sie wie die intensiven durch kleine Buch-
staben symbolisiert.

Haufiger als die spezifischen GrofSen werden in der
Chemie die molaren GrifSen verwendet, weil sich letz-
tere auf gleiche Teilchenzahlen beziehen. Das ist beim
Vergleich der Eigenschaften unterschiedlicher Stoffe
und bei der Behandlung chemischer Reaktionen von
grofSem Vorteil.

Man erhilt die molaren Groflen, indem man die
extensiven GrofSen durch die Stoffmenge # divi-
diert. Zur Charakterisierung verwendet man den
Index m:

V_ =

m

4 (1.1-23)
n

Wenn keine Verwechslungen moglich sind, kann
man nach den IUPAC-Vorschriften den Index fort-
lassen oder auch wie bei den spezifischen GrofSen
ein kleines Buchstabensymbol verwenden. Von der
letzteren Moglichkeit werden wir allgemein Ge-
brauch machen.

7
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Wir konnen demnach fiir die molare Warmekapazitét
Gl. (1.1-21), auch schreiben

H
c_.l.iﬂ._d<7>._ﬂﬁ (1.1-24)
T n dT T dT T dT

Wie die Erfahrung lehrt, sind alle intensiven Gro-
3en einer aus einem reinen Stoff bestehenden Phase
eindeutig bestimmt, wenn zwei der intensiven Gro-
3en festgelegt sind.

Besteht das System beispielsweise aus einer reinen
Fliissigkeit und sind als intensive Grofien Viskositét
und Brechungsindex bekannt, so sind damit im Allge-
meinen gleichzeitig z. B. Temperatur, Druck und Dich-
te gegeben. Zu den wenigen Féllen, in denen diese
eindeutige Zuordnung nicht gilt, zahlt die Dichte des
Wassers, die in Abhéngigkeit von der Temperatur ein
Maximum durchlduft.

Prinzipiell hat keine der intensiven GrofSen einen
Vorrang vor der anderen, dennoch ist es zweckmaflig,
den Betrachtungen leicht messbare Grofien als unab-
héngige Variable zugrunde zu legen.

Oft verwendet man den Druck und die Temperatur
als unabhiéngige Variable. Dann ist z. B. das molare Vo-
lumen eine eindeutige Funktion von p und 7T'. Da diese
Groflen den Zustand des Systems beschreiben, nennt
man sie Zustandsgroffen und die Gleichung, die eine
Beziehung zwischen den drei Variablen herstellt, die
Zustandsfunktion.

Da das Arbeiten mit Zustandsfunktionen eine der
hiufigsten Aufgaben in der Thermodynamik ist, soll
das Verfahren an einem einfachen Beispiel, der ther-
mischen Zustandsgleichung des idealen Gases, erldu-
tert werden.

1.1.10 Die thermische Zustandsgleichung des
idealen Gases

Nach dem bisher Gesagten ist das Volumen einer rei-
nen, homogenen Phase — gleichgiiltig, welchen Aggre-
gatzustandes — eine eindeutige Funktion von Druck,
Temperatur und Stoffmenge. V ist also eine Funktion
von drei Variablen:
V= f(p, T,n) (1.1-25)

nennt man thermische Zustandsgleichung.

Sie lasst sich nicht dreidimensional darstellen. Be-
trachtet man jedoch das molare Volumen

v=f(p, T) (1.1-26)

so reduziert sich die Zahl der unabhéngigen Variablen
auf zwei; Gl. (1.1-26) stellt in einem p, v, T-Diagramm
eine Flache, die Zustandsfliche, dar. Um die Form die-
ser Fliche ndher zu erfassen, ist es zweckméflig, zu-
néchst eine der beiden unabhéngigen Variablen als Pa-
rameter festzuhalten und die Funktionen

v=f(p) bei

T = const. (1.1-27)

und

v= f(T) bei p = const. (1.1-28)

d. h. die Isothermen (T = const.) und die Isobaren (p =
const.) zu betrachten. Genauso gut kann man natiir-
lich auch das molare Volumen konstanthalten (Isocho-
re) und den Zusammenhang zwischen p und T studie-
ren

p= f(T) bei v=const. (1.1-29)

Dies soll zunédchst an einem sehr einfachen Beispiel,
dem idealen (keinerlei Wechselwirkungen unterwor-
fenen) Gas, geschehen und dann mathematisch exakt
und allgemeingiiltig erfasst werden.

Abbildung 1.1-6 zeigt die Zustandsfliche des
idealen Gases, d.h. den Zusammenhang zwischen
den Zustandsgroflen p,v, T. Waagerecht liegt die
p, T-Ebene, senkrecht dazu steht die v-Achse. Wih-
len wir fiir die unabhéngigen Variablen p und T be-
stimmte Werte, d. h. einen bestimmten Punkt in der
p, T-Ebene, und errichten darauf das Lot, so gibt
uns der Durchstofpunkt des Lotes durch die Zu-
standsfliche den zum gewahlten p und T gehoren-
den Wert von v. Betrachten wir eine Ebene parallel
zur p, v-Ebene, so haben alle Punkte auf dieser Ebe-
ne gleiches T, die Schnittkurve dieser Ebene mit der
Zustandsflache ist also eine Isotherme [Gl. (1.1-27)].
Die Isothermen sind in Abb. 1.1-6 ausgezogen. Die
Schnittkurven der zur v, T-Ebene parallelen Ebenen
mit der Zustandsfliche miissen konstantes p auf-
weisen, sind also Isobaren [GIl. (1.1-28)]. Sie sind in
Abb. 1.1-6 punktiert dargestellt. Die Schnittkurven
der zur p, T-Ebene parallelen Ebenen mit der Zu-
standsfliche sind entsprechend die in Abb. 1.1-6 ge-
strichelt eingezeichneten Isochoren [Gl. (1.1-29)].

Zu jedem Wertepaar p, T gehort nur ein Wert von v,
d. h. v ist eindeutig bestimmt, also eine Zustandsfunk-
tion, wie es GI. (1.1-26) ausdriickt. Andern wir den Zu-
stand des Systems, indem wir andere Werte der Zu-
standsgrofien p und T vorgeben, so dndert sich auch
der Wert der Zustandsgrofle v. Dabei ist es wegen
der eindeutigen Zuordnung von p, T und v gleichgiil-
tig, wie diese Zustandsédnderung geschieht, ob erst p,
dann T, oder erst T', dann p, oder ob beide gleichzeitig
verdandert werden.
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Abb. 1.1-6 Zustandsflache des idealen Gases.
------ Isobaren (vgl. Abb. 1.1-7a)

— — —lsochoren (vgl. Abb. 1.1-7b)
Isothermen (vgl. Abb. 1.1-8).

Die Anderung einer Zustandsgrofie ist unabhdin-
gig vom Weg (I-I1II-1II, I-IV—II oder I-II in
Abb. 1.1-6, auf dem die Zustandsdnderung erfolgt.

Deshalb wollen wir zunichst die Isobaren, Isocho-
ren und Isothermen des idealen Gases betrachten und
dann durch ihre Verkniipfung das ideale Gasgesetz ge-
winnen.

1802 fand Gay-Lussac, dass bei gentigend verdiinn-
ten Gasen eine lineare Beziehung zwischen dem Volu-
men und der Celsius-Temperatur besteht, sofern der
Druck konstant gehalten wird.

1. Gay-Lussac’sches Gesetz:

v=vy(1+a’6) bei p=const. (1.1-30)
In Abb. 1.1-7 a ist das fiir drei verschiedene Driicke
dargestellt. Differenziert man GIl. (1.1-30) nach der
Celsius-Temperatur, so erhilt man

oy _ '
<09>p_vo a (1.1-31)
Die Grofle
’ 1 /ov
=— (= 1.1-32
¢ Vo <66>p ( )

gibt den auf das molare Volumen bei 8 = 0°C bezo-
genen Quotienten aus der durch eine Temperaturén-
derung bewirkten Anderung des molaren Volumens
und der Temperaturdnderung an. Man bezeichnet die-
se Grofle, die der Steigung der Geraden in Abb. 1.1-7 a
proportional ist, als den auf v, bezogenen thermischen
Ausdehnungskoeffizienten. Er betragt fiir ideale Gase,
unabhiéngig von der Temperatur, 1/(273.15°C). Setzt

1.1 Einfiihrung in die chemische Thermodynamik
TIK]
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Abb. 1.1-7 (a) Isobaren des idealen Gases, (b) Isochoren des
idealen Gases.

man diesen Wert in Gl. (1.1-30) ein, so ergibt sich

0
ey (14— 1.1-33
’ V°< +273.15°C> (1.1-33)
1
— vy —_(273.15°C+ 6 1.1-34
0 57315°C c+o (1134
und mit Gl. (1.1-16)
Yo
y=—N__7r (1.1-35)
273.15K

Waéhrend zwischen v und 6 eine lineare Beziehung be-
steht, herrscht Proportionalitit zwischen v und 7 (vgl.
auch Abb. 1.1-7a).

Fiir die Isochore findet man experimentell ganz ent-
sprechend

p=po(1+p6) bei v=const. (1.1-36)
dp ,
> ] = 1.1-
< ae>v poB (1.1-37)
’ 1 (op
=— (= 1.1-
g Po < 00 > v (1.1-38)

Fiir 8’ findet man experimentell bei den idealen Ga-
sen ebenfalls einen Wert von 1/(273.15 °C), so dass aus

9
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p [bar]
i

0 -
0 224 448 672 896 1120
v [dm® mol ']

Abb. 1.1-8 Isothermen des idealen Gases.

Gl. (1.1-36) und (1.1-16)

Po

=—=0 7 (1.1-39)
273.15K

p
also eine Proportionalitit zwischen p und T folgt,
wie schon in Abschnitt 1.1.6 in Gl. (1.1-17) festgestellt
wurde. Die Verhiltnisse werden in Abb. 1.1-7b deut-
lich, in der drei Isochoren wiedergegeben sind.

Den Zusammenhang zwischen dem Volumen und
dem Druck bei konstanter Temperatur untersuchten
unabhéngig voneinander Boyle und Mariotte (1664
bzw. 1676). Sie fanden das nach ihnen benannte

Boyle-Mariotte’sche Gesetz,

1
v = const - —

bei T = const. (1.1-40)
Gleichbedeutend damit ist
pv = const. (1.1-41)
d(pv)r =0 (1.1-42)
pdv+vdp =0 (1.1-43)
d
dv_ _dp (1.1-44)
v p

Man erkennt daraus ein wichtiges Charakteristikum
der in Abb. 1.1-8 dargestellten Isothermen: Eine be-
stimmte relative Anderung des Volumens ruft eine
gleich grof3e relative Anderung des Druckes (mit ent-
gegengesetztem Vorzeichen) hervor.

Unsere nichste Aufgabe soll darin bestehen, aus den
Isothermen, Isobaren und Isochoren die vollstandige
Zustandsgleichung zu entwickeln. Graphisch ist das
bereits in Abb. 1.1-6 geschehen. Anstatt unmittelbar
unter gleichzeitiger Anderung von Druck, Tempera-
tur und Volumen von einem Zustand I in einen Zu-
stand II zu gelangen, konnen wir zunéchst isobar von
I nach III gehen und dann von III isotherm nach II

(vgl. Abb. 1.1-6): Der Ausgangspunkt sei v, bei p, =
1.013 barund T, =273.15 K. Zunichst fithren wir eine
isobare Zustandsédnderung durch und kommen zum
Zustand 111, gegeben durch v/, p, T:

/ Yo
=—.T 1.1-45
v T ( )
Dann folgt die isotherme Zustandsdnderung nach p, v,

T:
poV = pv (1.1-46)

Eliminiert man v/ aus Gl. (1.1-45) und GL. (1.1-46), so
ergibt sich

Yo

= 1.1-47
T (11-47)

pv po- T
Da sich das molare Volumen v, bei p, = 1.013 bar und
T, =273.15 K fiir alle sich ideal verhaltenden Gase ex-
perimentell zu 22.42 dm3 ergibt, lassen sich diese drei

Grof3en zu einer sog.
allgemeinen Gaskonstanten

R =8.31441JK ! mol™!

zusammenfassen. Aus Gl. (1.1-47) folgt dann das

ideale Gasgesetz (die Zustandsgleichung des idea-
len Gases)

pv=RT (1.1-48)

bzw.

pV =nRT (1.1-49)
Mit dem idealen Gasgesetz haben wir die gesuchte Be-
ziehung zwischen den Zustandsgrofien p, vund T bzw.
p, V, T und n gefunden.

Bei der Herleitung des idealen Gasgesetzes haben
wir davon Gebrauch gemacht, dass das Volumen eine
Zustandsfunktion ist, seine Anderung deshalb nicht
von dem Weg abhingt, auf dem diese erfolgte. Ma-
thematisch bedeutet dies, dass wir die Anderung ei-
ner Zustandsgrofde als totales Differential schreiben
konnen. Wegen der grundlegenden Bedeutung die-
ser Aussage wollen wir uns ndher damit beschifti-
gen. In Abb. 1.1-9 stellt die graue Fldche einen Teil
einer Fliche z = f(x, y) dar, der dadurch entstanden
ist, dass diese Flache zweimal mit Ebenen geschnit-
ten wurde, die parallel zur y, z-Ebene liegen (beim Ab-
stand x entstand die Schnittlinie AD, bei x + Ax die
Schnittlinie BC) und zweimal mit Ebenen, die paral-
lel zur x, z-Ebene liegen (beim Abstand y entstand die
Schnittlinie AB, bei y + Ay die Schnittlinie DC).
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Abb. 1.1-9 Zur Ableitung des totalen Differentials.

Wir wollen nun danach fragen, um welchen Betrag
dz sich die Funktion z = f(x, y) dndert, wenn sich die
beiden unabhingigen Variablen x und y um kleine Be-
trage dx und dy dndern. Wir betrachten zunichst ei-
ne endliche Anderung Az, die wir beim Ubergang vom
Punkt A zum Punkt C feststellen. Zweckméfligerweise
halten wir zunéchst die y-Koordinate fest und gelan-
gen vom Punkt A zum Punkt B. Der Hohenzuwachs
(Az), ergibt sich einfach als Ax - tan a. Nun gehen wir
bei festgehaltener x-Koordinate (x + Ax) zum Punkt C
und stellen einen weiteren Hohenzuwachs (Az), A,
fest, der sich als Ay - tan y ergibt. Es gilt also fiir den
gesamten Hohenzuwachs

Az=tana-Ax+tany-Ay
1.1-50
S(22) en () sy 01
Ax y Ay x+Ax

Lassen wir jetzt die Punkte A bis D nahe aneinan-
der herankommen, betrachten also nicht mehr end-
liche, sondern differentielle Anderungen dx und dy,
dann werden die Sekanten AB und BC mit den Tan-
genten an die Fliche z = f(x, y) im Punkt A in x- bzw.
y-Richtung identisch. Insbesondere wird dann auch
der Winkel y gleich dem Winkel 8. Gleichung (1.1-50)
geht dann tiber in

dz = <§—i>ydx+ (g—j})xdy

Die Differentialquotienten <’)—Z> und <’)—Z> schrei-
9x /)y 9y ) x

(1.1-51)

ben wir mit rundem 0 und nennen sie partielle Dif-
ferentialquotienten. Damit driicken wir aus, dass bei
der Differentiation der von zwei Variablen abhéngi-
gen Grofle jeweils die als Index aufgefiihrte Variable

1.1 Einfiihrung in die chemische Thermodynamik

festgehalten wurde, dass es sich also um die Tangen-
tensteigungen in der durch den Nenner angegebenen
Richtung handelt.

Gleichung (1.1-51) nennt man ein totales Differenti-
al. Aus der Herleitung ergibt sich unmittelbar, dass wir
dz nur dann als totales Differential schreiben kénnen,
wenn z eine eindeutige Funktion von x und y ist, d. h.
wenn die Anderung von z unabhingig vom Weg ist,
auf dem wir sie erreichen. Dann sind auch die parti-
ellen Differentialquotienten stetige Funktionen von x
und y, und es existiert in dem betrachteten Punkt eine
Tangentialebene an die Fldche.

In ganz entsprechender Weise, wie wir es hier
fir eine Funktion von zwei Verdnderlichen durchge-
fithrt haben, kann man auch die totalen Differentiale
von Funktionen mehrerer Verdnderlicher ausdriicken,
z.B. ergibt sich fur u = f(x, y, z)

du=(‘)—”) des(2%) 4
ax 9,z ay %,z

Aus Gl. (1.1-51) konnen wir noch eine wichtige Bezie-
hung zwischen den partiellen Differentialquotienten
herleiten, wenn wir dz = 0 setzen. Es ist dann wegen

o= ) 00 (5).

(2) (2),--(2)

Im Folgenden werden wir viel mit totalen Differentia-
len und partiellen Differentialquotienten zu tun ha-
ben, insbesondere werden wir erkennen, dass die par-
tiellen Differentialquotienten wichtige physikalische
Groflen darstellen. Wir wollen deshalb die Verhiltnis-
se anhand der Zustandsgleichung des idealen Gases
noch etwas naher studieren.

+ (%)xy dz

(1.1-52)

(1.1-53)

Die Anderung des molaren Volumens kénnen wir
als totales Differential schreiben:

dv = (%)pdT+ (%)po

(a—"> gibt an, wie sich das molare Volumen als Fol-
p

(1.1-54)

T
ge einer isobaren Temperaturinderung dndert, be-
schreibt also die thermische Ausdehnung. Der partiel-
le Differentialquotient gibt gleichzeitig eine Messvor-
schrift: Man soll messen, welche Volumenénderung
bei einer Temperaturdnderung um 1 K auftritt, wenn
man dabei den Druck konstant halt.

Entsprechend ist <§—;> zu interpretieren. Bezieht
T

man den Wert der Differentialquotienten auf das vor-
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liegende molare Volumen, so erhilt man den thermi-
schen Ausdehnungskoeffizienten a bzw. den Kompres-
sibilitdtskoeffizienten B. Fir ein ideales Gas ergibt sich
unter Beriicksichtigung von Gl. (1.1-48)

9 (RT
<ﬂ) _ (,,) _R_v (1.1-55)
oT ), oT p T
P
(%)
(a_v> | =22 =-BL o2 11s6)
op)r op p P
T

Unter Beachtung von Gl. (1.1-53) gilt fiir die Druckan-
derung bei isochorer Temperaturdnderung

or\ __ (ﬂ) (2r

oT ), oT/p \ov ),
wofiir sich mit GL. (1.1-55) und GL. (1.1-56) der Wert §
ergibt, was natiirlich auch unmittelbar aus GI. (1.1-54)
folgt. Beziehen wir die Differentialquotienten auf das

vorliegende Volumen bzw. den vorliegenden Druck, so
ergeben sich fiir das ideale Gas

(1.1-57)

thermischer Ausdehnungskoeffizient

1/ ov 1
=-(=) == 1.1-58
=3 <6T> 5 (1.1-58)
Spannungskoeffizient
1 (dp 1
==(=£) == 1.1-59
g p <5T>V r ( )
Kompressibilitdtskoeffizient
oL <<’_V> ~ L (1.1-60)
v\op /) p

Gleichung (1.1-57) fithrt auf den allgemein giiltigen,
d.h. nicht auf ein ideales Gas beschrédnkten Zusam-
menhang zwischen den drei Koeffizienten

(1.1-61)

N -
IR

Wir erkennen aus dieser Beziehung, dass wir die Er-
mittlung eines experimentell schwer zugénglichen Ko-
effizienten durch die Messung von zwei leichter mess-
baren ersetzen konnen.

1.1.11 Mischungen idealer Gase, Partialdruck
und Molenbruch

Bislang ist die thermische Zustandsgleichung nur fiir
reine Stoffe behandelt worden. Wie sehen die Verhalt-
nisse in idealen Gasmischungen aus?

Wird eine ideale Gasmischung aus 7; mol der Gas-
art 1, n, mol der Gasart 2 usw. hergestellt, die samtlich
die gleiche Temperatur haben und unter dem gleichen
Druck stehen, so setzt sich das Volumen additiv aus
den Volumina zusammen, die die einzelnen Gasarten
einnehmen:

V=Vi+VW+.. .+ Vi=nmv+nv,+ ... +mv

k
V= ZniVi
1

(1.1-62)

Ersetzt man unter dem Summenzeichen das molare
Volumen durch das ideale Gasgesetz, so folgt

k
=Y, RE
V—zllnl »

wobei p der Druck ist, unter dem die Gasmischung
steht. Durch Multiplizieren mit p und Dividieren
durch V folgt

k k k
RT RT
p=21:ni-7=21: D =;pi (1.1-64)

Dies ist die mathematische Formulierung des Dal-
ton’schen Gesetzes. Es besagt, dass die Summe der
Partialdriicke p; gleich dem gemessenen Gesamt-
druck ist. Unter dem Partialdruck p; verstehen wir
dabei den Druck, den das Gas i annehmen wiir-
de, wenn ihm allein das Gesamtvolumen zur Ver-
figung stiinde.
Aus GL. (1.1-64) folgt weiterhin

(1.1-63)

; n,RT/V n;
2i_ A v__ —— =% (L1-65)
p 21 nRT/V 21 n;

wobei wir gleich den Molenbruch x; der Kom-
ponente i eingefiihrt haben, der definitionsgemafd
durch den Quotienten aus der Stoffmenge #; der
Komponente i und der Summe der Stoffmengen al-
ler Komponenten der Phase gegeben ist. In einer
idealen Gasmischung ergibt er sich also auch als
Verhiltnis des Partialdrucks zum Gesamtdruck.



1.1.12 Der Erste Hauptsatz der Thermodynamik
und die kalorische Zustandsgleichung

Aus der Mechanik kennen wir den Energiesatz, der
fiir konservative Systeme gilt, also fiir solche, in de-
nen nur Umwandlungen von kinetischer und potenti-
eller Energie auftreten. Er besagt, dass die Summe von
kinetischer und potentieller Energie konstant ist. Thm
an die Seite stellen wollen wir in diesem Abschnitt den
Ersten Hauptsatz der Thermodynamik. Er ist wie der
Energiesatz ein Postulat, das auf der Erfahrung beruht
und nicht abgeleitet werden kann. Seine Formulie-
rung wire nicht moglich gewesen ohne die berithmten
Versuche von Joule (1843-1849). Er schloss eine be-
stimmte Wassermenge in adiabatische Wénde ein und
fithrte ihr mechanische Arbeit, elektrische Arbeit oder
Volumenarbeit zu, und zwar durch Reibung, iiber ei-
nen Heizdraht oder iiber Kompression oder Expansi-
on eines Gases, wie wir sie im Abschnitt 1.1.17 im Ein-
zelnen besprechen werden. Er stellte dabei fest, dass er
fiir die Erwdrmung von 1 kg Wasser von 14 °Cauf 15 °C
stets eine Arbeit von 4.18 k] aufwenden musste.

Schon ein Jahr vor den ersten Joule’schen Versu-
chen (1842) hatte Robert Mayer die Wesensgleichheit
von Wirmemenge und mechanischer Arbeit erkannt
und den Satz vertreten, dass Energie weder geschaf-
fen werden noch verschwinden, sondern nur von einer
Form in die andere umgewandelt werden kann. Wir
haben im Abschnitt 1.1.5 deshalb davon gesprochen,
dass es zwei Moglichkeiten gibt, Energie von einem
makroskopischen Korper auf einen anderen zu befor-
dern, durch Arbeitsleistung oder durch Warmeiiber-
tragung.

Wir wollen uns nun tberlegen, was sich ereignet,
wenn wir einem geschlossenen System von aufien Ar-
beit und Warme zufiihren. In jedem Fall wird eine Zu-
standsédnderung eintreten. Bei der Zufuhr von Hubar-
beit erh6ht sich die duflere potentielle Energie des Sys-
tems, indem die Ortskoordinaten veréndert werden.
Bei Zufuhr von Beschleunigungsarbeit nimmt die ki-
netische Energie zu, indem die Geschwindigkeitskoor-
dinaten verandert werden. In beiden Féllen tritt jedoch
nur eine Verdnderung der dufSeren Koordinaten ein,
die den inneren Zustand des Systems nicht beeinflus-
sen. Denn dieser ist unabhingig davon, ob wir unser
System auf dem Fufiboden oder auf dem Labortisch,
im haltenden oder im fahrenden Zug betrachten.

Anders liegen die Verhiltnisse, wenn wir an un-
serem System Volumenarbeit oder elektrische Arbeit
leisten oder ihm eine Wéarmemenge zufiihren. Hier-
durch dndert sich sein Volumen, sein Druck, seine Zu-
sammensetzung oder seine Temperatur, d. h. seine In-
nere Energie. Nur diese ist fiir die Thermodynamik von
Interesse.

1.1 Einfiihrung in die chemische Thermodynamik

Zustand |
LII’|lp|r T|l
u

Abb. 1.1-10  Zur Unmdglichkeit eines Perpetuum mobile
erster Art.

Fiihren wir einem System von auflen eine Arbeit W
und eine Warmemenge Q zu, so miissen wir also un-
terscheiden, ob die Arbeit innere (ohne Index) oder
duflere (Index e) Koordinaten des Systems verdndert.
Bezeichnen wir die Gesamtenergie des Systems vor
der Energiezufuhr mit E,, danach mit E,, so gilt nach
dem Energieprinzip

E,—E,=W.+W+Q (1.1-66)
E,—E,=(E),— (E)y + W+Q (1.1-67)
(E-E),—(E—E),=W+Q (1.1-68)

E — E_ ist der Anteil der Energie des Systems, der
nicht der dufleren (dufleren potentiellen und kine-
tischen) Energie zukommt. Wir bezeichnen ihn als
Innere Energie U. Fur Gl. (1.1-68) konnen wir damit
schreiben

u,-u,=w+aQ (1.1-69)
Das ist die Formulierung des Ersten Hauptsatzes
der Thermodynamik, der in Worten ausgedriickt so
lautet:

Die von einem System mit seiner Umgebung
ausgetauschte Summe von Arbeit und Wirme ist
gleich der Anderung der Inneren Energie des Sys-
tems. Die Innere Energie ist, wie z. B. das Volumen,
eine Zustandsfunktion.

Wire dies nicht der Fall, so wire die Anderung der In-
neren Energie bei einer Zustandsdnderung nicht un-
abhingig vom Weg. Dann konnte man bei der Durch-
filhrung eines Kreisprozesses (Abb. 1.1-10) dadurch
Energie gewinnen, dass man nichts weiter tut, als das
System auf einem Wege 1 vom Zustand I in den Zu-
stand II iibergehen und auf einem anderen Wege 2 in
den Ausgangszustand zuriickkehren zu lassen. Ein sol-
ches Perpetuum mobile erster Art wirde gegen den
Energieerhaltungssatz verstofien.
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Im Gegensatz zur Inneren Energie ist weder die Ar-
beit W noch die Warmemenge Q eine Zustandsfunk-
tion. Auf den Wegen 1 und 2 ist (ohne Beriicksichti-
gung des Vorzeichens) die Summe von W und Q, nicht
aber ihr Verhiltnis gleich. Wir werden hierfiir spater
Beispiele kennenlernen. Diesen Unterschied von U ei-
nerseits und W und Q andererseits driicken wir in
der infinitesimalen Schreibweise dadurch aus, dass wir
fiir die Zustandsfunktion U, die als totales Differenti-
al dargestellt werden kann, das Differentialzeichen d,
fiir die Arbeit und die Warmemenge, fiir die das nicht
moglich ist, das Zeichen ¢ fiir Variationen benutzen:

dU =46W +6Q (1.1-70)
Die Innere Energie ist wie das Volumen eine extensi-
ve Grofle, d. h. zu ihrer Bestimmung miissen nicht nur
zwei andere Zustandsgrofien, sondern auch die Masse
des Systems — bei zusammengesetzten Systemen die
Massen der einzelnen Komponenten — bekannt sein.
Welche beiden Zustandsgréfien man wiahlt, pund 7, p
und V oder V und T, ist dabei vollig gleichgtiltig, weil
diese Zustandsgrofien alle miteinander in unmittelba-
rem Zusammenhang stehen. Wie sich zeigen wird, ist
es zweckmiflig, die Innere Energie als Funktion von
Volumen, Temperatur und Stoffmenge #; der k Kom-
ponenten des Systems zu betrachten:

U= f(T,V,ny,ny, ..., ng) (1.1-71)
Man nennt diese Funktion die kalorische Zustands-
gleichung.

Das totale Differential fiir die Innere Energie lautet

ank T,V,Vl]-#k

(1.1-72)

Die Anderung der Inneren Energie ist gegeben durch
die Summe der mit der Umgebung ausgetauschten
Wiérme und Arbeit. Letztere besteht oft aus Kompres-
sions- oder Expansionsarbeit, sog. reversibler Volu-
menarbeit. Sie betragt nach Gl. (1.1-7)

Vy
Wiev =— J pdV (1.1-7)
i

Wenn wir es nicht ausdriicklich anders vermerken,
wollen wir unter Volumenarbeit eine bei einem re-
versiblen Prozess (vgl. Abschnitt 1.1.17) auftreten-
de Volumenarbeit verstehen, bei der der von aufien
wirkende Druck p stets gleich dem Druck des Sys-
tems ist. (Fiir den Fall, dass mehrere Phasen vorlie-
gen, muss Uber die in jeder Phase geleistete Volu-
menarbeit summiert werden).

Wenn nun aufler der Volumenarbeit keine andere Ar-
beit (z. B. elektrische Arbeit) mit der Umgebung aus-
getauscht wird, lasst sich fiir GL (1.1-70) auch schrei-
ben

dU = 6Q,e, — pdV (1.1-73)

Wir wollen nun zwei verschiedene Zustandsidnderun-
gen in einem geschlossenen System (d#; = 0) betrach-
ten, eine isochore und eine isobare. Fir die isochore
Zustandsdnderung gilt wegen dV =0

dU)y =8Qy

d. h. beim Ubergang vom Zustand I in den Zustand 11

(1.1-74)

Uy —Upy =Qy (1.1-75)
Die Anderung der Inneren Energie ist also bei iso-
choren Prozessen in geschlossenen Systemen gleich
der mit der Umgebung ausgetauschten Wirme-
menge.

Bei der isobaren Zustandsénderung gilt wegend p =0
dU =46Q, - pdV (1.1-76)

und, wenn die Anderung von einem Zustand I in den

Zustand II fiihrt,
Uy — Ui =Q,— p(Vu— W) (1.1-77)
(Uy + pVi) = (Ur + pVD) = Q,, (1.1-78)

Die mit der Umgebung ausgetauschte Wirmemenge
ist also nicht mehr gleich der Anderung der Inneren
Energie, sondern gleich der Anderung einer Gréfie, die
durch die Summe U + pV gegeben ist.

Wir fithren mit
H=U+ pV (1.1-79)

die Enthalpie H ein.

Der Begrift Enthalpie leitet sich vom griechischen en-
thalpein (= darin erwérmen) ab.



Fir GL (1.1-78) konnen wir dann analog zu
Gl. (1.1-75) schreiben

(Hp—-Hp,=Q, (1.1-80)

Die Anderung der Enthalpie ist bei isobaren Pro-

zessen in geschlossenen Systemen gleich der mit der
Umgebung ausgetauschten Warmemenge.

Da die Enthalpie nach GL. (1.1-79) von den Zustands-
groflen U und V abhiéngt, ist sie selbst auch eine Zu-
standsgrofle. Im Gegensatz zur Inneren Energie stellt
man sie zweckmaéfligerweise als Funktion von p, T und
der Stoffmenge #; dar:

H= f(T,p,n,ny,...,n;). (1.1-81)

Ihr totales Differential ist dann

oH oOH
daH= () ar+(22) 4
<aT>p,n,. +<ap>” p
7y

+<a—H> dn1+...+<a—H> dny
6}11 T»pv”j#l ank T»Pv”j#k

(1.1-82)

1.1.13 Die partiellen Ableitungen von U und H
nach T, die molaren Warmekapazitaten

Bereits bei der Besprechung der thermischen Zu-
standsgleichung hatten wir erkannt, dass den parti-
ellen Differentialquotienten eine besondere physikali-
sche Bedeutung zukommt. Wir wollen jetzt der Fra-
ge nachgehen, was die partiellen Ableitungen der In-
neren Energie und der Enthalpie nach der Tempera-
tur ausdriicken. Zu diesem Zweck betrachten wir, um
zunéchst die Abhéngigkeit von der Stoffmenge auszu-
schliefien, ein einphasiges System, das aus einem rei-
nen Stoff besteht und dessen Stoffmenge sich nicht
dndern soll. Ein reiner homogener Stoff kann mit der
Umgebung — wenn wir von Oberflicheneffekten ab-
sehen und elektrische und magnetische Arbeit aus-
schlielen — nur Volumenarbeit austauschen. Es ist
deshalb

SW=-pdV (1.1-83)

Beriicksichtigen wir dies bei der Verkniipfung des Ers-
ten Hauptsatzes, Gl. (1.1-73), mit dem totalen Diffe-
rential der Inneren Energie, Gl. (1.1-72), oder dem to-
talen Differential der Enthalpie, GI. (1.1-82), so erhal-
ten wir

AU =8Q+8W =8Q - pdV

= (57), 97+ (5v), 47

(1.1-84)

1.1 Einfiihrung in die chemische Thermodynamik

dH=dU+ pV)=dU + pdV +Vdp
=0Q+ Vdp

oH 0H
=—) dT —_— d
(57) LT < op > o
Wenn wir diese Gleichungen nach §Q auflosen, ergibt
sich

(1.1-85)

5Q = (%)VdT+ [<%>T+p] dV (1.1-86)

oH oH
5Q = (a—T>pdT+ [($>T— v] dp (1.1-87)

Wir konnen die Wirmemenge §Q dem System nun
zufithren, indem wir dabei das Volumen oder den
Druck, unter dem das System steht, konstant halten.
Dann ist

ou

5Q, = (a—T)VdT (1.1-88)
bzw.
5Q, = (3—1;)pd1" (1.1-89)

Die Wirmemenge, die notwendig ist, um ein Sys-
tem um ein Grad zu erwirmen, haben wir in Ab-
schnitt 1.1.7 als Wéarmekapazitdt des Systems bezeich-
net. Wir erkennen jetzt, dass sie identisch ist mit dem
partiellen Differentialquotienten der Inneren Energie
bzw. der Enthalpie nach der Temperatur:

7= (g_§>v B <Z_;I>V

() -2),

Dabei zeigt sich, dass es zwei verschiedene Wirme-
kapazitaten gibt, die eine gilt fiir isochores, die an-
dere fiir isobares Arbeiten.

(1.1-90)

(1.1-91)

Dieses Ergebnis tiberrascht uns nicht, denn wir ha-
ben gesehen, dass das System bei isobaren Prozessen
gegeniiber isochoren zusétzlich Volumenarbeit leisten
muss. Die Energie, die wir dem System zufiihren miis-
sen, um es um ein Grad zu erwirmen, muss deshalb
bei isobaren Prozessen grofier sein als bei isochoren.
Wir sind bei unseren Uberlegungen von »n mol ei-
nes reinen homogenen Stoffes ausgegangen. Dividie-
ren wir die Innere Energie (bzw. Enthalpie) dieses Sys-
tems durch die Stoffmenge, so erhalten wir fiir die mo-
lare Innere Energie # und die molare Enthalpie /
u

u=—
n

(1.1-92)
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h="2
n

(1.1-93)

fiir die molare Warmekapazitét c ergibt sich entspre-
chend

ou 1
o= (5%), = ¢

oh 1
Cp = (a_T> = ;Cp
p

(1.1-94)

(1.1-95)

Experimentell ldsst sich C, leichter bestimmen als
Cy/, besonders bei fliissigen oder gar festen Stoffen.
Wir wollen deshalb untersuchen, wie sich Cy, aus C,,
berechnen ldsst. Zu diesem Zweck greifen wir auf

Gl (1.1-86) zuriick, in die wir Cy, fiir (3—;{) einset-
1%
zen:

0Q=C,dT+ [<ﬂ>T+p] dv

1.1-96
T ( )

Da dV selbst als totales Differential dargestellt werden
kann, vgl. GL (1.1-54), kénnen wir auch schreiben

5Q=C,dT + [<%>T+p]

oV oV
. [(ﬁ>pdT+ <£>po] (1.1-97)

Fiir eine isobare Zustandsdnderung (dp = 0) verein-
facht sich die Gleichung zu

5Q,=CydT+ [(%)T +p] (%)pdT (1.1-98)

oder

(57) =co=cvel(50),+#] (57),

(1.1-99)

Fiir die Differenz der molaren Wiarmekapazititen folgt
hieraus, wenn wir wieder zu molaren Groflen tiberge-

hen,
crme=[(2), 4] (&), 01100

Eine Berechnung der Differenz der molaren Warme-
kapazitdten gelingt also, wenn die Abhdngigkeit der

molaren Inneren Energie <‘;—i’) vom molaren Vo-
T

lumen und die Temperaturabhéngigkeit des molaren
Volumens bekannt sind. Die erstere Grofie muss die
Dimension eines Druckes besitzen:

<%‘>T -1 (1.1-101)

nennt man Inneren Druck.

Die letztere Grof3e ist der uns bereits bekannte ther-
mische Ausdehnungskoeffizient.

Den Inneren Druck kdnnen wir an dieser Stelle noch
nicht berechnen. Im Abschnitt 1.1.20 werden wir je-
doch ermitteln, dass folgende Gleichung gilt:

0
(%) =7 (2) -,
ov/r oT /J,
Setzen wir diese Beziehung in Gl. (1.1-100) ein, so er-
halten wir

(1.1-102)

cp—cV=T<§—§>v<§—;)p (1.1-103)
und mit GI. (1.1-57)
(5),
¢ —e = r (1.1-104)

(5
or)r
oder unter Berticksichtigung von Gl. (1.1-58) und
GL (1.1-60)
2

va
¢p—¢,=T—
K

(1.1-105)
Bei Kenntnis des thermischen Ausdehnungskoeffizi-
enten a und des Kompressibilitatskoeffizienten x lasst
sich also aus dem gemessenen c,-Wert der c,-Wert
berechnen. Gleichung (1.1-104) gilt allgemein, da zu
ihrer Ableitung keinerlei spezielle Annahmen oder
Vernachldssigungen vorgenommen wurden.

Fiir den speziellen Fall des idealen Gases lasst sich
der Innere Druck aus GL. (1.1-102) mithilfe des idealen
Gasgesetzes berechnen. Es ist

p="2 (1.1-106)
v
0
) R (11-107)
or), v
(g—”) TR _p=p-p=0  (1L1108)
v/,T v

Fiir ein ideales Gas ist der Innere Druck I1 gleich
null, was besagt, dass im isothermen Fall die Inne-
re Energie volumenunabhéngig ist. Zu diesem Er-
gebnis war bereits Gay-Lussac auf experimentel-
lem Wege gekommen, als er nachweisen konnte,
dass bei der Expansion eines idealen Gases ins Va-
kuum keine Temperaturanderung eintritt (2. Gay-
Lussac’sches Gesetz).



Setzen wir fiir den Fall des idealen Gases den Inneren
Druck in Gl. (1.1-100) gleich null, so erhalten wir

Jdv
Cp—Cy= p<ﬁ>p (1.1-109)
mit der Idealen Gasgleichung ergibt sich
<a—"> _R (1.1-110)
oT p p

Die Differenz der molaren Wirmekapazititen ¢
und c, eines idealen Gases ist

p

c,—¢c, =R (1.1-111)

p

Wie wir spiter erfahren werden, spielen die molaren
Warmekapazitdten bei thermodynamischen Berech-
nungen eine grofle Rolle. Wir wollen deshalb unter-
suchen, ob sie volumen-, druck- oder temperaturab-
héngig sind. In den beiden ersteren Féllen konnen wir
uns dazu eines in der Thermodynamik oft benutzten
Verfahrens, der Anwendung des Schwarz’schen Sat-
zes, bedienen.

Der Schwarz'sche Satz besagt:
Hat eine Funktion z = f(x, y) stetige, partielle
Ableitungen zweiter Ordnung, dann gilt

0’z _ 0’z
oxdy  0yox

(1.1-112)

Das Ergebnis ist unabhéngig davon, in welcher Rei-
henfolge differenziert wird.

Die molare Warmekapazitit c, stellt die erste Ablei-
tung der molaren Inneren Energie nach der Tempera-
tur dar, ihre Abhéngigkeit vom molaren Volumen also
eine gemischte zweite Ableitung 0?u/dTdv. Es muss
also gelten, wenn wir GL. (1.1-102) beriicksichtigen,

oy av
T
ou
_0*u _ *u a(0V>T
0Tov  ovoT oT

op
0 [T<ﬁ>v_p] _(%p
oT - \oar?/,
(1.1-113)
Fiir die Berechnung der Druckabhiéingigkeit von ¢, be-

noétigen wir einen Ausdruck fiir (%) , den sog. iso-
T
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thermen Drosseleffekt €. In Abschnitt 1.1.20 werden
wir sehen, dass er sich dahnlich wie der Innere Druck
ableiten lasst. Man erhalt

(), -8,

So ergibt sich fiir die Druckabhéngigkeit von ¢

acp B 6(%)p
<E>T_ op

(1.1-114)

p

T
°(5)
0k *h | \ar)r
" 0Top  opdT | oT

2 [V_ T<g_;)p] .
oT =-T (ﬁ%
(1.1-115)

Gleichung (1.1-113) und (1.1-115) sind wieder allge-
mein giiltig. Beschrédnken wir uns jedoch auf ideale
Gase, so konnen wir schon jetzt detailliertere Aussa-
gen machen. Aus dem idealen Gasgesetz folgt nam-
lich, dass sowohl der Druck als auch das molare Vo-
lumen eine lineare Funktion der Temperatur sind. In
beiden Fillen ist also die zweite Ableitung nach der
Temperatur null. Das besagt aber nach Gl. (1.1-113)
und (1.1-115), dass fiir ein ideales Gas ¢, unabhingig
vom molaren Volumen und ¢, unabhingig vom Druck
ist.

Die Frage nach der Temperaturabhéngigkeit der
Wiarmekapazitidten kann an dieser Stelle noch nicht
im Einzelnen behandelt werden. Wir werden im Ab-
schnitt 1.2.3 darauf zurtickkommen. Oft ist es jedoch
moglich, die experimentell ermittelte Temperaturab-
héngigkeit der molaren Warmekapazitit durch eine
Potenzfunktion

c,=a+bT+cT?+...

) (1.1-116)

darzustellen.

Im Vorangehenden ist lediglich von Anderun-
gen der Wirmekapazititen durch Temperatur-,
Druck- oder Volumenadnderungen gesprochen wor-
den, doch nicht {iber ihren Zahlenwert an sich. Eine
solche Aussage vermag die Thermodynamik prin-
zipiell nicht zu treffen. Sie stellt nur die Beziehun-
gen zwischen den verschiedenen Gréflen auf. Um
Absolutwerte berechnen zu kénnen, bendtigt man
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ein konkretes Modell fiir den Aufbau der Materie.
So wird es uns erst mithilfe der statistischen Ther-
modynamik méglich sein, molare Wéarmekapazita-
ten selbst zu berechnen.

Wir wollen noch einmal auf Gl. (1.1-94) und (1.1-95)
zuriickkommen, mit deren Hilfe wir die molaren War-
mekapazititen definiert haben. Wir kénnen diese bei-
den Gleichungen auch schreiben in der Form

du =c¢,dT (1.1-117)
dh=c,dT (1.1-118)
oder in integrierter Form

ur, Ty

J du = J c,dT (1.1-119)
ur, T4

hr, T,

J dh = J c,dT (1.1-120)
hr, T,

Nur das Integral auf der linken Seite konnen wir 19sen,
denn wir wissen im Augenblick lediglich, dass ¢, und
¢, temperaturabhéngig sind, kennen aber den funk-
tionellen Zusammenhang zwischen ¢, bzw. ¢, und T

noch nicht. Wir erhalten deshalb zunachst

(1.1-121)

und

(1.1-122)

Wir konnen also bei Kenntnis der molaren War-
mekapazitidten und ihrer Temperaturabhéngigkeit
die molare Innere Energie oder die molare Enthal-
pie eines Systems bei einer bestimmten Temperatur
berechnen, wenn uns die Werte bei einer anderen
Temperatur bekannt sind.

Also auch hier ist thermodynamisch wieder lediglich
die Anderung einer Grofle, nicht aber ihr Absolutwert
berechenbar.

1.1.14 Die partiellen Ableitungen von U und H
nach &, die Reaktionsenergie und die
Reaktionsenthalpie

Unsere bisherigen Betrachtungen beschrinkten sich
auf reine, homogene Stoffe. Deswegen haben wir die
Innere Energie und die Enthalpie lediglich als Funk-
tionen des Volumens bzw. des Drucks und der Tem-
peratur betrachtet. Wir wollen nun einen Schritt wei-
tergehen und geschlossene Systeme behandeln, die

a) aus einem reinen Stoff bestehen, der aber in zwei
Phasen vorliegt, oder

b) aus einer Phase bestehen, die aus mehreren Kom-
ponenten aufgebaut ist, zwischen denen eine che-
mische Reaktion ablaufen kann.

Wir wollen aber weiterhin voraussetzen, dass sich
das System ideal verhilt, d.h. dass es sich um idea-
le Gase oder Gasmischungen, um kondensierte rei-
ne Phasen oder um ideale kondensierte Mischphasen
handelt, bei deren Herstellung keinerlei Mischungsef-
fekte auftreten (vgl. hierzu Abschnitt 2.2).

Da die Innere Energie des Systems eine Zustands-
funktion ist, konnen wir sie durch die unabhéngigen
Variablen ausdriicken, die den gerade vorliegenden
Zustand beschreiben, d. h. durch T, V und die Stoft-
mengen #;. Nach GL. (1.1-71) ist also

U= f(T,V,ny, ..., ny) (1.1-71)

Da es sich um ein geschlossenes System handeln soll,
sind die Anderungen der Stoffmengen nicht willkiir-
lich, sondern durch den sich abspielenden Prozess
miteinander verkniipft.

Gleichgiiltig, ob der betrachtete Prozess ein Pha-
senlibergang oder eine chemische Reaktion ist,
konnen wir ihn allgemein darstellen durch

[VAlA + |vg|B = [vc|C+ |vp|D (1.1-123)

wobei die v; die stochiometrischen Faktoren sind.

(Bei einem Phaseniibergang wire |v, | = |vc| =1, vg =
vp = 0). Die Anderungen der Stoffmengen #; der ver-
brauchten Edukte (A und B) und der gebildeten Pro-
dukte (C und D) verhalten sich wie die stochiometri-
schen Faktoren, d. h.

n, (Ende) — n, (Anfang) VA

’

ng(Ende) — ng(Anfang) - 123

nc(Ende) — ne(Anfang) v (1.1-124)

n, (Ende) — n, (Anfang) Ty A



Da die stochiometrischen Faktoren der Edukte nega-
tiv, die der Produkte positiv gerechnet werden, erge-
ben sich automatisch die richtigen Vorzeichen.

Fiir einen differentiellen Umsatz gilt

d}’lA d}’lB d}’lC _

dnp (1.1-125)
VA VB vc VD

Will man den Fortgang der Reaktion mithilfe der Stoff-

mengen von A, B, C oder D beschreiben, also mit dn,,

dng usw., so kommt man, entsprechend den stochio-

metrischen Faktoren, zu zahlenmifig unterschiedli-

chen Ergebnissen.

Man hat durch
dn;
dé = — (1.1-126)
V.

2

eine Reaktionslaufzahl £ definiert, die eine eindeu-
tige Beschreibung des Reaktionsfortgangs erlaubt.

(Mit dieser Bezeichnung halten wir uns an die [UPAC-
Empfehlungen. Sie ist nicht gliicklich gewéhlt, da es
sich bei € nicht um eine Zahl, sondern um eine Gro-
3¢ mit der Dimension Stoffmenge handelt.) Bei d§ =
1 mol haben sich gerade v, mol A mit vg mol B zu v
mol C und vp mol D umgesetzt. Man spricht dann von
einem Formelumsatz.

Bezeichnen wir mit 7; die nach dem Prozess vorlie-
gende Stoffmenge der Substanz i, mit ¢ diejenige, die
vor dem Prozess vorhanden war, so gilt

i

d¢ (1.1-127)

—_—
[aW
3
I
-
|
X
~w
I
=
OS——m

5

n.
i

Da die v; durch die Art des Prozesses festgelegt sind,

also keine Variablen darstellen, konnen wir in den bei-

den betrachteten Fallen fiir Gl (1.1-71) schreiben
U= f(T,V,nj, ...

2, €) (1.1-128)

Fir das totale Differential der Inneren Energie folgt
daraus — wenn man noch bedenkt, dass die n'f fir den
betrachteten Prozess Konstanten darstellen —

du = (%{)V,de+<g—g>T’€dV+ <?)_§[>T,Vd6

(1.1-129)

Entsprechend gilt natiirlich fiir die Enthalpie

H= f(T, p, n*l‘, e, ni, 1) (1.1-130)
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oH o0H oH
dH=(— dT+ | — dp+ | =— d
<6T>p,€ <3P>T,5 P <35>T,p ¢

(1.1-131)

Uns interessiert nun wieder die Bedeutung der parti-

. . . ou oH
ellen Differentialquotienten < 3 )T’V und < 3 )T,p.

Zur Klarung dieser Frage kombinieren wir wie in
Abschnitt 1.1.13 das totale Differential der Inne-
ren Energie mit dem Ersten Hauptsatz in Form der
GL (1.1-73)

ou ou
dU =6Q - pdV = (a—T>V,€dT+(W)T,€dV
ou
+ (— ¢
a£>TV
(1.1-132)

und entsprechend
dH=dU +pdV+Vdp=5Q+ Vdp
0H o0H o0H
=(— dT + | — dp+ | = dé
(5T>p,€ <5P>T,g P (‘)f)T,p
(1.1-133)

Wir erkennen jetzt, dass fiir einen isothermen (d7 =
0) und isochoren (dV = 0) Prozess

8Qpy = <%>T ¢ (1.1-134)
WV
dQ _(ou .
<d’5>T,v = <af >T,v (11:135)

und fiir einen isothermen (d 7' = 0) und isobaren (d p =
0) Prozess

(&),,= (%)
a€ )y, " \o€ ),

L . . ou 0H
Die Differentialquotienten (E > v bzw. (E > -
stellen also die Wiarmemenge dar, die bei einem
Formelumsatz im isothermen und isochoren bzw.
isobaren Prozess mit der Umgebung ausgetauscht
wird. Fiir den Fall einer Phasenumwandlung nen-

nen wir diese Wiarmemenge Umwandlungsenergie

(1.1-136)

(1.1-137)

ist.
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bzw. Umwandlungsenthalpie und fiir den Fall einer
chemischen Reaktion Reaktionsenergie bzw. Reak-
tionsenthalpie. Eine solche Begriffsbildung ist kon-
sequent und der hiufig erfolgten Verwendung des
Ausdrucks Reaktionswdirme fiix (0U /9E) 1\, vorzu-
ziehen, da sowohl (0U /9¢) 7,y als auch (dU/9¢) 7,
Reaktionswirmen (bei konstantem V bzw. p) sind.

Es ist iiblich, fiir die Differentiation nach der Reakti-
onslaufzahl § den Operator A (bzgl. Operator s. Ma-
thematischer Anhang D) einzufiihren

0

3= A (1.1-138)

so dass fiir die Reaktionsenergie AU und fiir die Reak-
tionsenthalpie AH geschrieben wird. Da wir voraus-
setzen, dass keine Wechselwirkungen zwischen den
einzelnen Teilchen vorliegen, setzt sich die Innere
Energie des Systems additiv aus den Inneren Energien
der einzelnen Komponenten zusammen. Fiir die Inne-
re Energie vor Ablauf des Prozesses gilt deshalb

k
U =nfuy +njuy+ ...+ njug = Z niu; (1.1-139)
1
und fiir die Innere Energie nach Ablauf des Prozesses
k
U=nju;+nyuy+...+nu; = Z n;u; (1.1-140)
1

Die Anderung der Inneren Energie durch den Prozess
ist also unter Berticksichtigung von Gl. (1.1-126)

k
dU = uydn; +uydny + ... + updny = Zuidni
1

k
= ) vu; d¢
1
(1.1-141)

Damit ergibt sich fiir die Reaktionsenergie

k
ou
— =AU = ViU,
(5¢) =20 = T

und entsprechend fiir die Reaktionsenthalpie

k
oH
<a—£> _AH=ZVihL'

p,T 1

(1.1-142)

(1.1-143)

Greifen wir zuriick auf die Reaktion GI. (1.1-123), so
folgt aus Gl. (1.1-142)
AU = vpyup +vgug + vcc + vpvp
= (|valup + [vglug) — (lvcluc + |vplup)

(1.1-144)
und aus GI. (1.1-143)

AH =vphp + vghg + vche + vphp
(Ivalha + lvglhg) — (Ivclhc + lvplhp)

(1.1-145)

Damit bekommen die Reaktionsenergie AU und die
Reaktionsenthalpie AH eine anschauliche Bedeutung:
Sie stellen nichts anderes dar als die Differenz aus den
Inneren Energien bzw. den Enthalpien der Produkte
und Edukte.

Am Beispiel der Ammoniaksynthese sei das ver-
deutlicht: AH ist die Reaktionsenthalpie, die bei der
isothermen und isobaren Bildung von 1 mol Ammo-
niak entsprechend

N, + %Hz — NH, (1.1-146)

2

gemessen wird. Es ist

AH = h(NH;) - { %h(Nz) + %h(Hz)} (1.1-147)

Ganz entsprechend ist fiir die Phasenumwandlung
von der Phase 1 in die Phase 2 die Umwandlungs-
enthalpie

gleich der Differenz der molaren Enthalpien der
beiden Phasen.

Sofern es notwendig ist, charakterisieren wir die Um-
wandlungsenthalpie durch einen Index, z. B.

Schmelzenthalpie ALH
Verdampfungsenthalpie A H
Sublimationsenthalpie ~ AJH.

Reaktionsgrioffen wie die Reaktionsenergie oder die
Reaktionsenthalpie oder Umwandlungsgrofen wie die
Schmelz-, Verdampfungs- oder Sublimationsenthal-
pie sind, da sie durch Differentiation nach der Reakti-
onslaufzahl (Dimension mol) erhalten wurden, molare
Groflen. Da der Operator A dies eindeutig kenntlich
macht, ldsst man den Zusatz ,molar® tiblicherweise
fort.

Die Enthalpie ist eine Zustandsgrofle, ihre Ande-
rung also unabhingig vom Weg. Es muss deshalb die



gleiche Zustandsdnderung auftreten, wenn wir einmal
ein Mol eines Stoffes unmittelbar sublimieren, ein an-
dermal dieses Mol zunéchst schmelzen und dann ver-
dampfen:

AH = A H+ AH (1.1-149)

Der Zusammenhang zwischen der Reaktionsenergie
und der Reaktionsenthalpie ldsst sich sehr einfach ab-
leiten, ganz dhnlich wie der Zusammenhang zwischen
¢, und c,,.
Nach der Definition der Enthalpie, Gl. (1.1-79), ist
dH =dU + pdV +Vdp (1.1-150)

Verkniipfen wir diese Gleichung mit Gl. (1.1-129), so
erhalten wir

dH = (g—;[)de+ (%)mdvﬁu <%>V,Td£

+pdV+Vdp
(1.1-151)

Betrachten wir nun einen isothermen (d7 = 0) und
isobaren (d p = 0) Prozess, so ist

om\ _(ou ou ov
<a_£>p,T_<a£>V,T+[<0V>T’f+p] <a£>p»T

(1.1-152)

und unter Beriicksichtigung von Gl. (1.1-138)

ol
AH = AU + (—) +p| AV @1-153
[ oV ) e p] ( )

Ganz entsprechend GL. (1.1-142) ist AV die bei einem
Formelumsatz auftretende Anderung des Volumens

AV = Z V;0;

1

(1.1-154)

wobei v; das molare Volumen der i-ten Komponente
ist.

ou .
<W>T5 hatten wir, vgl. Gl. (1.1-101), als Inneren

Druck bezeichnet. Man spricht deshalb davon, dass
der Unterschied zwischen AH und AU durch die
Summe der inneren und dufSeren Arbeit gegeben ist.
Die Bedeutung dieser Aussage konnen wir jedoch erst
verstehen, wenn wir das Verhalten der realen Gase be-
sprochen haben (siehe Abschnitt 2.1.1).

Aus GI. (1.1-153) konnen wir zweierlei entnehmen,
einmal, dass der Unterschied zwischen AH und AU
nur dann grof3 sein wird, wenn der betrachtete Prozess

1.1 Einfiihrung in die chemische Thermodynamik

mit einer merklichen Volumenénderung verkniipft
ist, zum anderen, dass im Fall idealer Gase wegen

ou\ o
(W)T_Ogllt
k
AH =AU+ pAV =AU+ p Y v,
1

k
=AU + Z v, RT (1.1-155)
1

Am Beispiel der Ammoniaksynthese, Gl. (1.1-146),
mag das erldutert werden. In diesem Fall ist

< 1 3
dvi=1---Z=-1
L 2 2

i=1

Der Unterschied zwischen AH und AU betragt also,
sofern sich die an der Reaktion beteiligten Gase ideal
verhalten, —RT.

Auch bei den Reaktionsgrofien AH und Al interes-
siert sehr ihre Temperatur-, Druck- und Volumenab-
héngigkeit. Wegen der grofieren praktischen Bedeu-
tung von AH wollen wir unsere Betrachtungen im We-
sentlichen auf diese Grofse beschranken.

Da die Reaktionsenthalpie eine ZustandsgrofSe ist,
konnen wir das totale Differential schreiben als

IAH IAH
dAH = (a—T>pdT+ <W>po (1.1-156)

Bei einer Reaktion im einphasigen, homogenen Sys-
tem haben wir, wie wir spiter (Abschnitt 2.5.2) sehen
werden, eine freie Wahl von T und p, so dass wir die
beiden Terme auf der rechten Seite von Gl. (1.1-156)
getrennt untersuchen konnen.

Beginnen wir mit der Temperaturabhéngigkeit. Die
Anwendung des Schwarz’schen Satzes liefert uns

(%)
(aAH> _ % /T,p
oT /p oT
p
(serr), = (i)
9§oT J , 0T9¢ ),
OH
9 <0T>p aC,
o€ ok ) ,r
T
(1.1-157)
wobei fiir AC,, in vdlliger Analogie zu Gl. (1.1-142)
k
AC, =) vic, (1.1-158)
1

gilt.
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Integrieren wir GL (1.1-157), so erhalten wir

AHyp, = AHr + J AC,dT

Ty

(1.1-159)

Ganz entsprechend gilt
T,
AUTZ = AUTl ar J AC dT

T,

(1.1-160)

Diese Beziehungen nennt man Kirchhoff sche Séitze.

Auch hier sehen wir wieder, dass es nicht moglich
ist, thermodynamische Gréfien wie AU oder AH ab-
solut zu berechnen. Kennen wir eine solche Grofle
jedoch bereits fiir eine bestimmte Temperatur, dann
konnen wir ihren Wert bei einer anderen Tempera-
tur berechnen. Dafiir benétigen wir die molaren Wir-
mekapazititen der an der Reaktion beteiligten Gase.
Wiahlen wir als Beispiel wieder die Ammoniaksynthe-
se, Gl (1.1-146), so ist

AC, = Y vicy, =c,(NHy) = 7¢,(Np) = ¢, (Hy)

(1.1-161)

Wenden wir uns nun der Druckabhingigkeit der Re-

aktionsenthalpie, dem Ausdruck < aﬁf ) L

Auch hier benutzen wir den Schwarz’schen Satz und

berticksichtigen, dass

oH =V_T(av> (1.1-114)
op ), oT
ist, wie wir spiter noch zu beweisen haben.
o(%)
(aAH> B % ) p,T _(02H>
op Jr dp 9§op ) ¢
T
62H
apdf
v
V T _T p
- 5
T.p
(aA—H - V—T(aA—V> (1.1-162)
op )g oT /)p

Ist die Reaktionsenthalpie bei einem Druck p; be-
kannt, so brauchen wir GI. (1.1-162) nur zwischen den
Grenzen p; und p, zu integrieren, um die Reaktions-
enthalpie bei dem Druck p, zu berechnen:

P2
IAV
AH, =AHP1+J <AV T( o ) )dp
p1
(1.1-163)

Zur Losung des Integrals auf der rechten Seite miissen
die thermischen Zustandsgleichungen der beteiligten
Gase bekannt sein. Die Integration erfolgt im Allge-
meinen graphisch.

Im Gegensatz zur Temperaturabhéngigkeit spielt
die Druckabhingigkeit der Reaktionsenthalpie keine
so wesentliche Rolle. Fiir Mischungen aus idealen Ga-

sen ist T <6§Tv> gleich AV, wie leicht mithilfe des

idealen Gasgesetzes ermittelt werden kann. Damit
wird das Integral null; die Reaktionsenthalpie ist ex-
akt druckunabhiéngig. Bei Reaktionen in kondensier-
ten Phasen ist AV und damit auch das Integral im All-
gemeinen klein, die Druckabhéngigkeit von AH also
gering.

1.1.15 Der Hess’sche Satz

Die Innere Energie und die Enthalpie sind Zustands-
funktionen. Das gleiche gilt fiir AU und AH, die parti-
ellen Differentialquotienten von U und H nach der Re-
aktionslaufzahl €. Sie sind also durch die Angabe des
Anfangs- und des Endzustandes des Systems eindeu-
tig bestimmt und werden nicht davon beeinflusst, auf
welchem Weg man vom Anfangs- zum Endzustand
gelangt. Schon vor der Formulierung des 1. Hauptsat-
zes hatte Hess 1840 gefunden, dass sich die Reaktions-
enthalpie einer iiber Zwischenstufen verlaufenden Re-
aktion additiv aus den Reaktionsenthalpien der einzel-
nen Schritte zusammensetzt.

Ob der Ubergang vom Zustand I in den Zustand III
unmittelbar erfolgt oder tiber den Zustand II verlduft,
ist fiir die Anderung der Enthalpie des Systems dem-
nach ohne Belang. Bei der Phasenumwandlung haben
wir das bereits besprochen. Grofie Bedeutung erlangt
der Hess'sche Satz fiir die Ermittlung von Reaktionsen-
thalpien, die nicht unmittelbar gemessen werden kon-
nen. So ist es beispielsweise nicht moglich, die Ver-
brennungsenthalpie des Kohlenstoffs zu Kohlenmon-
oxid zu messen, da sich stets gleichzeitig Kohlendi-
oxid bildet. Wohl aber kann man die Verbrennungs-
enthalpie des Kohlenstoffs und des Kohlenmonoxids



CO(g) +
2 0,{g)

Abb.1.1-11 Zur Erlduterung des Hess'schen Satzes.

zum Kohlendioxid experimentell bestimmen. Geben
wir den Aggregatzustand (fest, fliissig oder gasformig)
in Klammern an, so konnen wir schreiben

C() + %Oz(g) — CO(g) AH; nicht messbar

COGg) + %Oz(g) . CO,(g) AH, = —283.1kJ mol™!
C(f) + Oy(g) » CO,(g) AHz = —393.7kJ mol ™!

Schematisch sind diese Schritte in Abb. 1.1-11 darge-
stellt.
Nach GI. (1.1-143) ist

AHy = h(CO,,g) — h(O,,8) — h(C, )
AH, = h(COy, ) = 3h(0,, ) — h(CO, )
AH, = AH; — AH,

= h(CO, ) — h(C, ) = 31(O,, g)

Die nicht messbare Reaktionsenthalpie AH; ergibt
sich also als Differenz AH; — AH,, und mit den oben
angefiihrten Werten betrigt sie —110.6 k] mol~!.

1.1.16 Die Standard-Bildungsenthalpien

Wir haben gesehen, dass es moglich ist, mithilfe des
Hess’schen Satzes Reaktionsenthalpien zu berechnen,
wenn die betrachtete Reaktion durch eine Folge an-
derer Reaktionen ersetzt werden kann. Da bei einer
chemischen Reaktion alle in den Ausgangsstoffen ent-
haltenen Elemente auch in den Reaktionsprodukten
enthalten sein miissen, ist eine solche Substitution
stets moglich, wenn man sich die Ausgangsstoffe zu-
ndchst in die Elemente zerlegt denkt (Weg 1) und
dann die Reaktionsprodukte aus den Elementen auf-
baut (Weg 2). Die Summe dieser Reaktionsenthalpien
ist gleich der gesuchten Reaktionsenthalpie (Weg 3).
Das sei in Abb. 1.1-12 erldutert an der Reaktion

A+B—->C+D.

Bezeichnen wir die Reaktionsenthalpie, die bei der Bil-
dung von A, B, C oder D aus den Elementen auftritt,
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Weg 3

AH, = AH* AH,

/= TagHA) + %H{B)l\
[2H(C) + AgH(D)]

Zustand | Zustand Il|
A+B C+D
. Weg1 Weg2 -~

AHE{AGHAIAGH(B]

AHZAHCHAHD
[ Elemente von AtlagH(C)46HDI

Abb. 1.1-12 Zur Berechnung von Reaktionsenthalpien liber
Bildungsenthalpien.

als Bildungsenthalpie AgH(A), AgH(B), AgH(C) bzw.
AgH(D), so tritt auf dem Weg 1 die Reaktionsenthal-
pie AH; = —[AgH(A) + AgH(B)] auf, da es sich ja um
die Umkehr des Bildungsprozesses handelt. Fiir den
Weg 2 finden wir AH, = AgH(C) + AgH(D).

Ganz allgemein konnen wir demnach schreiben

AH = ¥ AgH(Reaktionsprodukte)
— Y AgH(Ausgangsstoffe) = Xv; AgH(i)
(1.1-164)

Im vorangehenden Abschnitt ist gezeigt worden, dass
die Reaktionsenthalpien, also auch die Bildungsen-
thalpien, temperatur- und druckabhéngig sind. Man
misste also eine ungeheure Zahl von Bildungsenthal-
pien fir die unterschiedlichen Driicke und Tempera-
turen tabellieren, wenn sich nicht eine weit giinstigere
Moglichkeit anbieten wiirde:

Man definiert Standardzustdnde, in denen die an
der Bildungsreaktion teilnehmenden Stoffe vorlie-
gen. Fir diese Standardzustinde wiahlt man bei
Gasen den idealen Zustand, bei Fliissigkeiten und
Festkorpern den Zustand der reinen Phase. Als
Standarddruck legt man 1.013 bar, als Standard-
temperatur 298.15K fest. Wir wollen uns grund-
sdtzlich auf diese Werte beziehen und diesen Stan-
dardzustand durch ein hochgestelltes © charakte-
risieren.

AgH®(H,O0, fl) wiirde also die Bildungsenthalpie von
1 mol flissigem Wasser aus Wasserstoff- und Sauer-
stoffmolekiilen unter Standardbedingungen angeben.
Da nur in seltenen Fillen eine Reaktion unter Stan-
dardbedingungen abléduft, miissen die Werte entspre-
chend GI. (1.1-159) oder (1.1-163) auf Standardbedin-
gungen umgerechnet werden.

Da auch hier wieder mithilfe der Thermodynamik
keine Absolutberechnungen durchgefiihrt werden

23
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konnen, bedarf es einer willkiirlichen Festlegung
der Bildungsenthalpien der Elemente im Standard-
zustand. Man wéhlt hierfiir den Wert Null. Das be-
deutet, dass z.B. die Standard-Bildungsenthalpie
von gasformigem H,, O,, N,, fliissigem Hg, fes-
tem Graphit (nicht Diamant!) den Wert Null hat.
Es handelt sich hierbei lediglich um einen prakti-
schen Bezugswert. Es ist damit in keiner Weise ge-
sagt, dass die Enthalpie der Elemente in diesem Zu-
stand tatsachlich null ist.

1.1.17 Die Umsetzung von Warme und Arbeit bei
Volumendnderungen

Im Folgenden wollen wir uns einen Uberblick iiber
die Moglichkeiten der Umsetzung von Wirme und
Arbeit bei Volumenédnderungen verschaffen und da-
bei gleichzeitig die theoretischen Grundlagen fiir das
Verstandnis eines sehr wichtigen Kreisprozesses, des
Carnot’schen Kreisprozesses, und der Begriffe rever-
sibel und irreversibel erarbeiten. Die Prozesse, die
wir besprechen wollen, sollen mithilfe eines idea-
len Gases durchgefiihrt werden, das in einem Zylin-
der mit reibungslos beweglichem, masselosem Stem-
pel eingeschlossen ist. Dieser Zylinder soll einmal
(Abb. 1.1-13a) mit einem Thermostaten, ein andermal
(Abb. 1.1-13b) mit einem adiabatischen Mantel umge-
ben sein. Zur Speicherung der vom Gas geleisteten Ar-
beit dient ein Arbeitsspeicher, iiber dessen Konstruk-
tion wir erst weiter unten sprechen kénnen.

Im ersteren Fall stellt das Gesamtsystem
Gas + Thermostat + Arbeitsspeicher ein abgeschlos-
senes System dar, das Gas allein ein geschlossenes
System, das mit der Umgebung Energie austauschen
kann, und zwar Wirme mit dem Thermostaten und
Arbeit mit dem Arbeitsspeicher. Im zweiten Fall bil-
den Gas (geschlossenes System) und Arbeitsspeicher
das abgeschlossene System. Zwischen beiden kann
Arbeit, aber keine Warme ausgetauscht werden.

Den Ausgangspunkt fiir unsere Uberlegungen bildet
die Verkniipfung des Ersten Hauptsatzes der Thermo-
dynamik, Gl. (1.1-73), mit dem totalen Differential der
Inneren Energie, GI. (1.1-72).

dU=6Q—pdV=(%%)Tdv+<%%>vdT
(1.1-165)

Da die Prozesse mit einem idealen Gas durchgefiihrt

werden sollen, ist <Z—€/I ) ;= 0, so dass sich ergibt

dU =6Q - pdV =

(‘)” (1.1-166)

=), ar
oT /v

Mit der in Abb. 1.1-13a angegebenen Vorrichtung ha-
ben wir nun die Moglichkeit, das Gas isotherm zu

Arbeits- Arbeits-
apeicher speicher

Thermostat

Isolation Isolation

(@ (b)

Abb. 1.1-13 Zur Veranschaulichung isothermer (a) und adia-
batischer (b) Kompressionen und Expansionen eines Gases.

expandieren und zu komprimieren. Jede auch noch
so geringe Temperaturdnderung im Gas wird sofort
von dem iiber diathermische Wénde angeschlossenen
Thermostaten abgefangen, dessen Wirmekapazitit so
grof3 ist, dass die ausgetauschte Wiarmemenge zu kei-
ner messbaren Temperaturanderung fithrt.

Mit der in Abb. 1.1-13b angegebenen Vorrichtung
lassen sich Expansion und Kompression adiabatisch
durchfithren; denn hier ist das Gas von adiabatischen
Wanden umgeben, die — zumindest bei hinreichend
kurzen Messzeiten — keinen Temperaturausgleich zu-
lassen.

Beschiftigen wir uns zunéchst mit dem isothermen
Prozess. Bei ihm ist d7" = 0. Damit wird aber nach
Gl. (1.1-166) auch d U = 0. Wir erkennen also, dass bei
einer isothermen Expansion oder Kompression eines
idealen Gases wegen

dU =0 (1.1-167)

6Q-pdV=0 (1.1-168)
die Innere Energie des Gases nicht gedndert wird und
die vom Gas geleistete Volumenarbeit gleich der von
der Umgebung (Thermostat) auf das Gas tibergegan-
genen Warmemenge ist. Wir haben also eine quantita-
tive Umwandlung von Wérme in Arbeit oder — wenn
wir die Kompression des Gases betrachten — von Ar-
beit in Warme.

Diese Aussage gilt allgemein, ohne Ricksicht dar-
auf, wie wir die Expansion im Einzelnen vorgenom-
men haben, denn die Innere Energie des Gases ist eine
ZustandsgrofSe und lediglich abhéngig vom Anfangs-
und Endzustand. Diese Zustinde mogen charakteri-
siert sein durch die Temperatur 7, die Volumina V;
und V, und die Driicke p; und p,, wobei die Indi-
zes auf Anfang (1) und Ende (2) des Prozesses verwei-
sen. Nach der Idealen Gasgleichung muss dabei gelten
p1/pa=Va/ Vi

Der Ubergang vom Anfangs- zum Endzustand kann,
wie gesagt, in verschiedener Weise erfolgen. Wir wol-
len zwei Moglichkeiten betrachten:

1. Unser Gas steht unter einem Druck p;, der we-
sentlich grofier ist als der Druck pg, der auf dem Stem-
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Abb. 1.1-14 Zur Erlduterung der isothermen Expansion und
Kompression eines idealen Gases bei konstantem Auf3en-
druck.

pel lastet. Das Gas kann den Stempel jedoch nicht her-
austreiben, da er arretiert ist. Losen wir jetzt die Arre-
tierung (Ar; in Abb. 1.1-14a), so wird das Gas hochs-
tens so weit expandieren, bis der Gasdruck im Zylin-
der (p,) gleich dem unverdndert auf dem Stempel las-
tenden Gegendruck p, ist. Andererseits konnten wir
die Expansion durch eine zweite Arretierung (Ar, in
Abb. 1.1-14a) auch schon bei einem Wert p, > p,
stoppen.

Die bei einer solchen isothermen, irreversiblen Ex-
pansion gegen einen konstanten Druck p, geleiste-
te Volumenarbeit W und aus der Umgebung aufge-
nommene Wirmemenge Q ist nach Gl. (1.1-168)

Va

W=-Q=-p;s J dV =-p(V, - V) (1.1-169)

Vi

Sie ist im p, V-Diagramm (Abb. 1.1-14b) fiir den Fall
Ps = P, als graue Flache dargestellt. Ist p, > p, dann
liegt p, auf einem niedrigeren Ordinatenwert als in
Abb. 1.1-14b, und die Hohe des die Volumenarbeit
darstellenden Rechtecks p(V, — V] ) erreicht nicht die
eingezeichnete Isotherme des idealen Gases. Als Ar-
beitsspeicher diente in beiden Féllen ein Gewichts-
stiick, das bei der Expansion gehoben wurde. Die ge-
leistete Arbeit ist als potentielle Energie des Gewichts-
stiickes (vgl. Hubarbeit in Abb. 1.1-3b) gespeichert. Da
P1 > Py 2 P, ist die gesamte Expansion nach Entfer-
nung der Arretierung Ar; von selbst, d. h. spontan ver-
laufen. Wegen p, < p, kann das gehobene Gewichts-
stiick von sich aus das Gas nicht wieder zusammen-
driicken, es kann die Expansion nicht wieder riick-
gingig machen. Wir sprechen deshalb davon, dass der
Vorgang unter den gewihlten Bedingungen eine ir-
reversible, isotherme Expansion war. Der Begriff ir-
reversibel wird im Abschnitt 1.1.19 noch néher erldu-
tert.

Wollen wir durch Auflegen eines Gewichtsstiickes
den Vorgang riickgingig machen, so muss dieses Ge-
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wichtsstiick einen Druck p = F/A auf den Stempel mit
der Flache A ausiiben, der gleich dem Druck p; des
Gases ist, wenn dieses wieder das Volumen V] einge-
nommen hat. Vom Arbeitsspeicher wird dabei die Ar-
beit

h hy 4
W=JFdh=Jp1Adh=p1JdV=p1(V1—V2)
hy hy Va

(1.1-170)

an das Gas abgegeben, das eine entsprechend grofie
Warmemenge, vgl. Gl (1.1-169), auf den Thermosta-
ten tbertragt. Diese Arbeit ist in Abb. 1.1-14b schraf-
fiert dargestellt. Auch die Kompression ist unter den
genannten Bedingungen isotherm, spontan und ir-
reversibel, denn wegen p, > p; kann das Gas von sich
aus den Vorgang nicht riickgdngig machen.

Werfen wir nun einen Blick auf die Anderung des
Druckes unseres Gases wihrend der Expansion und
Kompression. Da wir ein ideales Gas angenommen ha-
ben und isotherm arbeiten, sind die Bedingungen des
Boyle-Mariotte’schen Gesetzes, s. Gl. (1.1-41), erfillt.
Der Zusammenhang zwischen p und V ist also durch
die in Abb. 1.1-14b eingezeichnete Hyperbel gegeben.
Bei der irreversiblen Expansion musste der von au-
Ben wirkende Druck, gegen den Arbeit geleistet wur-
de, immer kleiner als der Druck des Gases sein; bei der
irreversiblen Kompression galt das Gegenteil.

2. Wie sehen nun die Verhaltnisse aus, wenn wir
dafiir sorgen, dass in jedem Augenblick der Expansi-
on oder Kompression Innen- und Auf3endruck tiber-
einstimmen? Das konnen wir zwar nicht erreichen,
indem wir zur Erzeugung des Auflendruckes ein be-
stimmtes Gewichtsstiick auf den Stempel legen. Wir
miissen vielmehr eine andere Konstruktion fiir unse-
ren Arbeitsspeicher wihlen. Abbildung 1.1-15a zeigt
uns eine Moglichkeit: Das Gewichtsstiick G wirkt tiber
eine stetig verdnderliche Hebeltibersetzung, ein Zahn-
rad und eine Zahnstange, auf den Stempel. Die Uber-
setzung ist so gewdhlt, dass der durch das Gewichts-
stiick G auf den Stempel ausgetibte Druck in jeder be-
liebigen Stempelstellung den Druck des Gases genau
kompensiert. Wieder wird angenommen, dass jegli-
che Reibungswiderstinde ausgeschlossen sind. Wie
im Fall von Abb. 1.1-14 wird vom Gas geleistete Ar-
beit als Hubarbeit, d. h. als potentielle Energie, dem
Arbeitsspeicher zugefiihrt.

Fithren wir mit der in Abb. 1.1-15a dargestellten
Anordnung eine isotherme Expansion durch, so gilt
Gl. (1.1-168) nach wie vor:

8Q—-pdV =0 (1.1-168)
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Die Berechnung der Volumenarbeit fithrt jedoch zu ei-
nem anderen Ergebnis als oben. Der Druck, gegen den
das Gas die Arbeit leistet, ist nicht mehr konstant, son-
dern stets gleich dem Druck des Gases selbst.

In

Vy
W:—Jpst

i

(1.1-171)

diirfen wir p, deshalb nicht mehr vor das Integral zie-
hen. Wir konnen py jetzt aber durch den Gasdruck p
und diesen weiter durch das ideale Gasgesetz substi-
tuieren, so dass wir erhalten

Vy V,
W=-— J nRT% dV = —uRT J dnV (1.1-172)
1% 141

Unter Berticksichtigung von GIL. (1.1-168) folgt
dann fiir die isotherme, reversible Expansion eines
idealen Gases
V)
W =-Q=-nRTIn 7 (1.1-173)
1

Die Arbeit entspricht also der Flache unter der Iso-
therme p = f(V), die in Abb. 1.1-15b grau markiert
ist.

Da in jedem Punkt der Stempelstellung in
Abb. 1.1-15a Gleichgewicht zwischen dem vom Ar-
beitsspeicher erzeugten Auflendruck und dem vom
Gas erzeugten Innendruck herrscht, besteht nirgends
eine Veranlassung zu einer spontanten Expansion
oder Kompression des Gases. Wir konnen an jeder
beliebigen Stelle durch eine infinitesimale Anderung
des Gewichtsstiickes den Prozess in Richtung auf ei-
ne Expansion oder in Richtung auf eine Kompression
laufen lassen. Dabei durchlaufen wir stets Gleichge-
wichtszusténde.

Die Arbeit fiir die Kompression von V, bis zum ur-
spriinglichen Ausgangsvolumen V; ist

v 14
"
W=_deV=—JnRlenV=nRTln72
Vy Vy '

(1.1-174)

dem Absolutbetrag nach also genauso grof$ wie die Ex-
pansionsarbeit, in Abb. 1.1-15b demnach durch die
gleiche Flache darstellbar wie diese. Die im Arbeits-
speicher bei der Expansion deponierte Energie reicht
also aus, um den gesamten Vorgang riickgdngig zu ma-
chen. Wir sprechen deshalb im vorliegenden Fall von
einem reversiblen Prozess.

Abb. 1.1-15 Zur Erlduterung der isothermen, reversiblen
Expansion und Kompression eines idealen Gases.

Ausden Gl (1.1-173) und (1.1-174) geht hervor, dass
mit reversiblen, isothermen Expansionen oder Kom-
pressionen idealer Gase beliebig grofe Warmemengen
in mechanische Energie (Hubarbeit, potentielle Ener-
gie) — oder umgekehrt — umgewandelt werden kon-
nen. Mafgebend ist lediglich das Verhéltnis V,/V;.

Es ist nun an der Zeit, die isotherme, reversi-
ble Expansion und Kompression mit der isother-
men, irreversiblen (bei konstantem Auflendruck py)
zu vergleichen. Das geschieht fiir die Expansion in
Abb. 1.1-16. Dabei ist in Abb. 1.1-16a die irreversi-
ble Expansion von V| nach V, wie in Abb. 1.1-14b
in einem Schritt, in Abb. 1.1-16b dagegen in sechs
gleich grofien Schritten (mit sechs verschiedenen
ps-Werten) vorgenommen worden. Fiir die irrever-
siblen Prozesse ist die vom System geleistete Arbeit
schraffiert, fiir den reversiblen Prozess ist sie grau
dargestellt. Die entsprechenden Verhiltnisse bei der
Kompression zeigt Abb. 1.1-17.

Wir erkennen, dass ein ideales Gas bei isothermer
Expansion von einem Volumen V| auf ein Volumen
V, bei einem reversiblen Prozess eine grofiere Volu-
menarbeit zu leisten vermag als bei einem irrever-
siblen. Durch eine Folge enger irreversibler Schritte
(Abb. 1.1-16b) kann man sich der reversibel geleiste-
ten Arbeit anndhern, sie jedoch nie ganz erreichen.

p p
Pt pef
Pt Pt

Abb. 1.1-16 Vergleich der isothermen reversiblen und irrever-
siblen (p, = const.) Expansionsarbeit eines idealen Gases.
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Abb. 1.1-17 Vergleich der isothermen reversiblen und irrever-
siblen (p; = const.) Kompressionsarbeit eines idealen Gases.

Die maximale Arbeit kommt also der reversiblen Ex-
pansion zu.

Bei der Kompression (Abb. 1.1-17) liegen die Ver-
haltnisse gerade umgekehrt. Hier gelingt uns die Kom-
pression beim reversiblen Prozess mit einem Mini-
mum an Arbeit. Eine irreversible Kompression, gleich-
giltig, ob in einem Schritt (Abb. 1.1-17a) oder in ei-
ner engen Folge von Schritten (Abb. 1.1-17b), erfor-
dert immer einen grofieren Arbeitsaufwand.

Bislang sind wir davon ausgegangen, dass auch bei
den irreversiblen Prozessen die vom Arbeitsspeicher
aufgenommene oder abgegebene Arbeit W gemif}
GL (1.1-167) und GI. (1.1-168) gleich der vom Ther-
mostaten an das Gas abgegebenen bzw. vom Gas auf-
genommenen Warmemenge Q war. Das setzte letzten
Endes voraus, dass, wie beim reversiblen Prozess, au-
fer der Volumenarbeit keine andere Arbeit geleistet
wurde.

Ist diese Voraussetzung nicht mehr erfiillt, so kann
selbst eine mit der Anordnung in Abb. 1.1-15a durch-
gefithrte Expansion oder Kompression ein irreversi-
bler Prozess sein. Das ist schon dann der Fall, wenn
z.B. die Kompression nicht unendlich langsam vor-
genommen wird. Durch den schnell vorwérts beweg-
ten Kolben wird Beschleunigungsarbeit geleistet, und
die tibertragene kinetische Energie fithrt durch innere
Reibung zur Erzeugung von Wirme, die iiber die dia-
thermischen Winde auf den Thermostaten tibergeht.
Das gleiche gilt fir das Auftreten von Reibungswdr-
me z. B. zwischen dem Kolben und der Zylinderwand.
In beiden Fillen geht Energie verloren, die andernfalls
zur Kompression des Gases hitte verwendet werden
konnen. Man erreicht also, von einem Anfangszustand
(po, V,) ausgehend, mit einer vorgegebenen Energie
im Arbeitsspeicher nicht den Endzustand (p; und V;
in Abb. 1.1-15b), zu dem man bei vollig reversibler
Prozessfithrung gelangt wére.

Lasst man das Gas nun wieder vollig reversibel ex-
pandieren, so kommt man zwar zum Zustand (p,, V;),
doch der Arbeitsspeicher enthélt dann eine Energie,
die geringer ist als vor dem Kompressions-Expansi-
ons-Zyklus. Wir erkennen daraus, dass ein Kreispro-
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zess, der auch nur einen irreversiblen Schritt enthalt,
als Ganzes irreversibel wird.

Der Begriff irreversibel besagt also nicht, dass ein
Schritt, z. B. die Expansion eines Gases, nicht riick-
gingig gemacht werden kann. Er besagt vielmehr,
dass beim Zurtickfithren des Systems in den Aus-
gangszustand irgendwo, z.B. im Arbeitsspeicher
oder in der Umgebung, eine nicht riickgéngig zu
machende Verdanderung zuriickbleibt.

Wir haben den Begriff der Reversibilitat und Irrever-
sibilitdt hier sehr ausfithrlich erldutert, da ihm in
der Thermodynamik eine auflerordentliche Bedeu-
tung zukommt. Im Abschnitt 1.1.19 werden wir noch
einmal darauf zuriickkommen.

Wenden wir uns nun den adiabatischen Volumenén-
derungen eines idealen Gases zu (vgl. Abb. 1.1-13b).
Dabei wollen wir uns auf die reversiblen beschrén-
ken, d. h. auf diejenigen, bei denen Gleichgewicht zwi-
schen dem Druck des Gases und dem vom Stem-
pel des Zylinders {ibertragenen Aufiendruck besteht.
Ausgangspunkt fiir unsere Uberlegungen ist wieder
GL (1.1-166)

dll = 6Q — pdV = <3—§{)VdT (1.1-166)

Beim adiabatischen Prozess findet kein Wirmeaus-
tausch mit der Umgebung statt, d. h.

§Q=0 (1.1-175)
Damit vereinfacht sich GI. (1.1-166) zu
dl,[=—pdV=<a—u> dT (1.1-176)
oT /v

Wir lesen aus dieser Beziehung zweierlei ab. Erstens
wird die Volumenarbeit —p dV auf Kosten der Inne-
ren Energie geleistet, und zweitens ist dieser Prozess
mit einer Anderung d7T der Temperatur des idealen
Gases verbunden:

Bei adiabatischer Kompression erwiarmt sich das
Gas, bei adiabatischer Expansion kiihlt es sich ab.
Der mechanischen Arbeit entspricht also auch bei
der adiabatischen Volumenidnderung eine gewis-
se Wirmemenge, die jetzt aber nicht mit der Um-
gebung ausgetauscht wird, sondern die die Innere
Energie des Gases erhoht bzw. erniedrigt.

Bei der isothermen, reversiblen Volumeninderung
lief3 sich die Volumenarbeit, Gl. (1.1-172), wegen T =
const. sehr einfach nach Substitution von p durch das
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ideale Gasgesetz berechnen. Das ist wegen der Tem-
peraturdnderung im adiabatischen Prozess nicht mog-
lich. Hier miissen wir die Volumenarbeit aus der Tem-
peraturdnderung und der molaren Warmekapazitit c,,
ermitteln. Zu diesem Zweck miissen wir zunéchst ei-
nen Zusammenhang zwischen den Gréflenp, V und T
bei adiabatischen Zustandsédnderungen ableiten. Wir

greifen dabei zuriick auf Gl. (1.1-176)
—pdV =nc,dT (1.1-177)

Die Substitution von p mithilfe des idealen Gasgeset-
zes (p = nRT/V) fihrt zu

RT gy —c,dT (1.1-178)
v
und nach Trennung der Variablen zu
—RdlnV =c¢,dInT (1.1-179)

Gehen wir von einem Zustand V;, p,, T in einen Zu-
stand V, p, T iber, so liefert die bestimmte Integrati-

on
|4 T

—RIn— =¢,In—

1.1-180
v T ( )

sofern wir ¢, als temperaturunabhéngig betrachten,
und nach Umstellung

V. R/c,
ln<—0> =ln1
\%

Ty
VO R/c, T
()"~
Beim idealen Gas, auf das sich unsere Uberlegungen
zur Zeit beschrianken, ist nach Gl. (1.1-111)

(1.1-181)
oder

(1.1-182)

R=c¢,-c, (1.1-111)
und damit
v\ 2!
Doy L (1.1-183)
% T,
Fithren wir schliefllich zur Abkiirzung noch
c
2_y (1.1-184)
c

14

ein, wofiir unter Beriicksichtigung von Gl. (1.1-111)
y > 1 gilt, so erhalten wir

T-V'~ =T, v/™" = const. (1.1-185)
Daraus ergibt sich wieder mit dem idealen Gasgesetz

nR
adiabatische Zustandsdanderungen, die

<T = ﬂ) der Zusammenhang zwischen p und V fir

Poisson’sche Gleichung

p- VY = Do - \/E)y = const. (1.1-186)

Substituieren wir jetzt noch V durch #RT/p, so re-
sultiert

pr TV = p(l)_y . T(); = const.

(1.1-187)
Damit haben wir alle méglichen Verkniipfungen zwi-
schen unseren Zustandsgrofien p, V und T fiir adia-
batische Prozesse gewonnen.

Ehe wir uns der Berechnung der Volumenarbeit zu-
wenden, wollen wir einen Vergleich zwischen Isother-
men und Adiabaten des idealen Gases anstellen.

Im p, V-Diagramm stellen (vgl. Gl. (1.1-41) und
Abb. 1.1-8) die Isothermen Hyperbeln mit der

Steigung —% dar. Die Adiabaten haben wegen

<3—€ ) o = —y% eine um den Faktor y grofiere Stei-
gung. Sie schneiden mithin die Isothermen, entspre-
chend der Tatsache, dass sich bei dem adiabatischen
Prozess die Temperatur dndert.

Wie die Isobaren, Isochoren und Isothermen stel-
len die Adiabaten Kurven dar, die in der Zustands-
flache des idealen Gases liegen. Im Gegensatz zu den
drei erstgenannten Kurven, die dadurch charakteri-
siert sind, dass eine der Zustandsgrofien p, V oder T
konstant ist, &ndern sich bei den Adiabaten gleichzei-
tig alle drei Zustandsgrofien. In Abb. 1.1-19 sind die
Adiabaten aus Abb. 1.1-18 im p, v, T-Diagramm dar-
gestellt.

Zur Berechnung der beim adiabatischen reversiblen
Prozess auftretenden Volumenarbeit greifen wir zu-
riick auf Gl. (1.1-176), nachdem es uns moglich ist,
mithilfe von Gl. (1.1-185) die Temperatur T zu be-
rechnen, die sich nach einer Volumenénderung von V;
nach V, eingestellt hat. Es ist

dW = -pdV =nc,dT (1.1-188)

p [bar]

0 i 1 4
0 224 448 672 896 M20
v [dm® mal]

Abb. 1.1-18 Isothermen (gestrichelt) und Adiabaten (blau)
des idealen Gases. Berechnet fiir ein einatomiges Gas mit y =
1.67.
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Tab. 1.1-1 Vergleich zwischen Isothermen und Adiabaten eines idealen Gases.

Isotherme Adiabate

Boyle-Mariotte’sches Gesetz
p -V = const. p -V’ = const.

p =const.- V71

a
< p ) = const.(—V7?)
dT=0

p=const.- V7

oV ov

dp _ pV dp

<W dT=O__ vz <W 5Q=O__
<0_p __r (0_17 __,.F
o0V )poV WV ) TV

Poisson’sche Gleichung

7}
< p) = const.(—y - V1)
5Q=0

y-p- VY
Vy+1

n2.1

T 89.7

67.3

44.8

v [dm® mol]

224

fi LSS A
G 101 202 304 405 507
p [bar] —=

Abb. 1.1-19 p, v, T-Diagramm des idealen Gases mit Isocho-
ren (gestrichelt), Isobaren (punktiert), Isothermen (ausgezo-
gen) und Adiabaten (blau).

vy T,
W=—deV=n-JchT (1.1-189)
i T

und, sofern wir in dem betrachteten Temperaturbe-
reich ¢, als temperaturunabhéngig ansehen kénnen,
ergibt sich als

Volumenarbeit beim reversiblen, adiabatischen
Prozess mit einem idealen Gas

Va
W=- [ pdV =nc, (T, —T) (1.1-190)

Vi

Zum Abschluss wollen wir noch die Volumenarbeit
beim reversiblen, isothermen Prozess und beim rever-
siblen, adiabatischen Prozess vergleichen. Da die Vo-
lumenarbeit stets durch — [ pdV gegeben ist, wird
sie im p, V-Diagramm als Fliche unter der Kurve
p = f(V)dargestellt. Da es sich um reversible Prozes-
se handelt, ist p = f(V) die Isotherme (punktiert in
Abb. 1.1-20) bzw. die Adiabate (ausgezogen). Betrach-

ki
e
e
s
—_—

Abb. 1.1-20 Volumenarbeit bei der isothermen (grau) und der
adiabatischen (schraffiert) Expansion (a) und Kompression (b).

ten wir zundchst die Expansion von p;, V| nach V,
(Abb. 1.1-20a). Wir erkennen, dass die beim isother-
men Prozess gewinnbare Arbeit (graue Fliche) gro-
er ist als die beim adiabatischen Prozess gewinnba-
re (schraffiert). Im ersteren Fall dndert sich T nicht,
im letzteren nimmt T auf T, ab. Der Druck nach
der Expansion ist im adiabatischen Fall (p3) geringer
als im isothermen ( piz). Die Erkldarung liegt auf der
Hand: Bei der adiabatischen Expansion wird die Volu-
menarbeit dem Gas selbst, d. h. seiner Inneren Ener-
gie entnommen. Damit sinkt seine Temperatur und
nach dem idealen Gasgesetz auch sein Druck. Bei der
adiabatischen Kompression (Abb. 1.1-20b) liegen die
Verhiltnisse gerade umgekehrt. Die auftretende Er-
warmung fihrt zu einer Druckerhéhung. Aufler der
im isothermen Fall aufzubringenden Volumenarbeit
(grau in Abb. 1.1-20b) muss ein zusitzlicher Energie-
betrag aufgewandt werden, um die Innere Energie des
Gases zu erhohen. Deshalb ist die Kompressionsarbeit
im adiabatischen Prozess grof3er als im isothermen.
Exakt isotherme und adiabatische Vorginge stel-
len experimentell nur schwierig zu verwirklichende
Grenzfille dar. Doch gibt es eine Reihe von Prozes-
sen, die man mit guter Naherung als adiabatische be-
handeln kann. Das ist z. B. immer dann der Fall, wenn
sich die Vorgédnge so schnell abspielen, dass es nicht zu
einem Wérmeaustausch mit der Umgebung kommen
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Tab. 1.1-2 Die beim Carnot’schen Kreisprozess ausgetauschten Energiebetrdge.

Schritt  Art des Schrittes Gas Thermostat T, Thermostat T, Arbeitsspeicher

1 isotherme, reversible Expansion bei T +Qp, — nRT; In % -Qr, - +nRT, In %

2 adiabatische, reversible Expansion —nc (T, = T,) - - +nc (T, - T,)

3 isotherme, reversible Kompression bei T, —Qy, + nRT,ln % - +Qr, —nRT,In %

4 adiabatische, reversible Kompression +nc (T, = T,) - - —nc, (T, = T,)
> Kreisprozess 0 -Qr, +Qy, nR(T, — TZ)In%

N =zl

Thermostat T,

2. Schritt
6Q=0

1. Schritt
d7T=0

Abb. 1.1-21 Die Schritte des Carnot’schen Kreisprozesses.

kann. Als Beispiele seien hier nur genannt die Vorgén-
ge bei der Explosion, die Ausbreitung der Schallwellen
oder gewisse meteorologische Prozesse (Entstehung
des Fohns).

1.1.18 Der Carnot’sche Kreisprozess

Vor der Behandlung des Zweiten Hauptsatzes der
Thermodynamik wollen wir uns mit einem wichti-
gen Kreisprozess beschiftigen, der auf Carnot (1824)
zuriickgeht. Wir benétigen dazu ein ideales Gas, das
wir abwechselnd reversiblen, isothermen und adiaba-
tischen Expansionen und Kompressionen unterwer-
fen, so, wie es in Abb. 1.1-21 skizziert ist. Wir begin-
nen mit einer reversiblen isothermen Expansion von
V] nach V, bei der Temperatur T'; und schliefen eine
reversible adiabatische Expansion von V, nach V; an,
wobei die Temperatur auf 7 sinkt. Um in zwei wei-
teren Schritten wieder zum Ausgangszustand zuriick-
zukommen, komprimieren wir das Gas, das jetzt von
einem Thermostaten der Temperatur 7, umgeben ist,
im dritten Schritt reversibel isotherm so weit (V},), bis
wir auf die durch den Anfangszustand (p;, V;) verlau-
fende Adiabate kommen. Durch die reversible adiaba-
tische Kompression bis V; erhoht sich die Tempera-
tur wieder auf 77, und der Kreisprozess ist geschlos-
sen. Die bei den einzelnen Schritten ausgetauschten
Energiebetrige konnen wir nach Gl (1.1-174) und
Gl. (1.1-190) berechnen. In Tab. 1.1-2 sind sie fiir das
Gas, die beiden Thermostaten mit den Temperaturen
T, und T, sowie den Arbeitsspeicher aufgefiihrt.

Da sich bei den isothermen Schritten die Innere
Energie des idealen Gases nicht dndern kann [vgl.

Thermostat T,

3. Schritt
d7=0

4, Schritt
6Q=0

Gl (1.1-166)] und da sich die bei den adiabatischen
Schritten eintretenden Anderungen kompensieren, ist
die Anderung der Inneren Energie des idealen Ga-
ses bei dem gesamten Kreisprozess null, wie es fir
eine Zustandsgrofle ohnehin zu fordern wire. Nach

y-1 y-1
Gl. (1.1-185) muss Lo <V1> = <%> sein. Da-
1 3

T \V,
. Vi _ VY, . L
mit ist auch T = 7.0 80 dass sich die insgesamt vom
2 3

Arbeitsspeicher aufgenommene Energie zu nR(7T, —
T5)In % ergibt.
1

Der Carnot’sche Kreisprozess resultiert also darin,
dass ohne Anderung der Inneren Energie des Gases
durch Aufnahme einer Wérmemenge Q, von ei-
nem Thermostaten der Temperatur 7, sowie durch
Abgabe einer Warmemenge Qr, an einen Ther-
mostaten der Temperatur T, eine Arbeit nR(T; —

% .
T5)In 32 gewonnen wird.
1

Die bei den einzelnen Schritten geleisteten Volumen-
arbeiten ergeben sich als Flache unter den Isothermen
bzw. Adiabaten. Die bei dem Prozess insgesamt ge-
wonnene Arbeit ist dann die in Abb. 1.1-22 grau mar-
kierte, von den beiden Isothermen und Adiabaten um-
schlossene Flache.

In dem soeben besprochenen Kreisprozess haben
wir das Prinzip einer Warmekraftmaschine vor uns.
Das Arbeitsgas entnimmt einem Thermostaten ho-
her Temperatur eine Warmemenge, leistet eine Arbeit
und gibt schliefSlich eine restliche Warmemenge an ei-
nen Thermostaten tieferer Temperatur ab.
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Abb. 1.1-22 Der Carnot’sche Kreisprozess im p, V-Diagramm.

Wir hétten den Prozess aber auch in entgegenge-
setzter Richtung ablaufen lassen, also mit einer iso-
thermen, reversiblen Expansion bei der Temperatur
T, von V, auf Vj starten konnen. Dabei hitte un-
ser Gas eine Warmemenge Qr, aufgenommen und ei-

ne Volumenarbeit —nRT, In é geleistet. Als ndchsten
4

Schritt hatten wir dann adiabatisch von Vj auf V, kom-
primieren konnen, wobei die Temperatur des Gases
auf T, gestiegen wire. Bei der anschlieflenden isother-
men Kompression von V; auf V; hitten wir eine Volu-
menarbeit von —nRT; In % dem Arbeitsspeicher ent-

nehmen miissen, und unser Gas hitte gleichzeitig ei-
ne Wirmemenge Qr, an den Thermostaten T abge-
geben. Durch eine adiabatische Expansion wéren wir
dann zum Ausgangspunkt (p,, V4, T,) unseres Kreis-
prozesses zuriickgekehrt.

In diesem Kreisprozess hitten wir das Prinzip einer
Warmepumpe vor uns: Das Arbeitsgas entnimmt
einem Thermostaten tiefer Temperatur eine War-
memenge, nimmt von auflen Arbeit auf und gibt
schliefilich eine vergrofierte Wiarmemenge an einen
Thermostaten hoherer Temperatur ab.

In der Abb. 1.1-23 sind die Wirkungsweisen einer
Wiérmekraftmaschine und einer Wéarmepumpe einan-
der gegeniibergestellt.

Wir wollen nun noch nach dem Wirkungsgrad n der
Wiérmekraftmaschine fragen. Darunter verstehen wir
das Verhiltnis der gewonnenen Arbeit zu der bei der
hoheren Temperatur aufgenommenen Warmemenge:

V;
|W| I’lR(Tl - Tz)lnvj (T1 _ Tz)
}7 = = =
1Qr, |

nRT, In 2 T,
1

(1.1-191)

oder
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Thermostat

reversible
Camotsche
Warmekraft-
maschine

Thermostat

reversible
Carnotsche
Warmepumpe

Thermostat
T T;

Thermostat

(@) (b)

Abb. 1.1-23  Zur Wirkungsweise der Warmekraftmaschine
(@) und der Warmepumpe (b).

Wirkungsgrad # der Warmekraftmaschine

TZ
—1-=2 1.1-192
i T, ( )

Da0 < T, < T, muss der Wirkungsgrad immer posi-
tiv und kleiner als eins sein. Er wichst in dem Mafe, in

dem das Verhaltnis % kleiner wird und — weil T, nicht

1
beliebig klein gemacht werden kann — mit steigender

Temperatur 7. Von der bei der hoheren Temperatur

ChI) I PN

T, zugefiihrten Warme wird der Bruchteil
nutzbare Arbeit umgewandelt, wihrend der Brut:hteil
T
7
abgegeben wird.

Wir haben den Carnot’schen Kreisprozess nicht
so ausfithrlich besprochen, weil wir etwa besonders
an Warmekraftmaschinen interessiert wéren, sondern
weil er uns den Weg 6ffnet zur Ableitung einer wich-
tigen thermodynamischen Grofle, der Entropie, die
bei Gleichgewichtsbetrachtungen eine sehr wesentli-
che Rolle spielt.

bei der tieferen Temperatur T, als Wéarme wieder

1.1.19 Der Zweite Hauptsatz der Thermodynamik
und die Entropie

Die bislang von uns aufgeworfenen Fragen, sei es nun
der Zusammenhang zwischen ¢, und c,, die Tempe-
raturabhéngigkeit der Inneren Energie oder Enthalpie,
die Berechnung der Reaktionsenthalpie aus den Stan-
dard-Bildungsenthalpien oder sei es die Umsetzung
von Warme und Arbeit bei Volumenénderung, konn-
ten wir mithilfe der Aussagen des Ersten Hauptsatzes
der Thermodynamik behandeln. Wir haben also nur
vom Prinzip der Erhaltung der Energie Gebrauch ge-
macht oder, anders ausgedriickt, von der Erfahrung,
dass es kein Perpetuum mobile erster Art gibt, keine
Maschine, die Energie aus dem Nichts schaftt.

31



32

1 Einfiihrung in die physikalisch-chemischen Betrachtungsweisen, Grundbegriffe und Arbeitstechniken

Wir haben aber, ohne néher darauf einzugehen, auch
schon einige Erfahrungstatsachen kennengelernt, die
zwar dem Ersten Hauptsatz entsprechen, die von ihm
aber nicht erschopfend erkldrt werden konnen:

In Abschnitt 1.1.6 haben wir bei der Einfithrung des
Begriffs der Temperatur zwei Systeme (A und B) un-
terschiedlicher Temperatur zu einem Gesamtsystem
A + B vereinigt, das eine zwischen T, und Ty liegende
Temperatur Ty ,g annahm.

Unter der Voraussetzung, dass von keinem der Teil-
systeme dabei eine Volumenarbeit geleistet wurde,
bestand der Energieaustausch lediglich darin, dass
System B eine Abnahme seines Wirmeinhaltes um
0Qg (d.-h. §Qg < 0), System A eine Zunahme seines
Wiarmeinhaltes um §Q, (d.h. §Q, > 0), mit [§Qg| =
|0Q4 |, erfuhr. Es ist dann entsprechend dem Ersten
Hauptsatz

6QA+5QB =O

Diese Gleichung — und damit die Forderung des Ers-
ten Hauptsatzes — wére aber auch erfillt mit §Qp > 0
und Q4 < 0, d.h. bei dem Ubergang einer Wirme-
menge vom kélteren zum wérmeren Teilsystem. Nur
die Erfahrung lehrt uns bis jetzt, dass dies von selbst,
d. h. spontan, nicht eintritt.

In Abschnitt 1.1.13 haben wir vom 2. Gay-Lus-
sac’schen Versuch gesprochen und gesehen, dass ein
ideales Gas von selbst, d.h. spontan, isotherm oh-
ne Anderung der Inneren Energie ins Vakuum ex-
pandiert. Dann wiirde es dem Ersten Hauptsatz auch
nicht widersprechen, wenn sich das Gas spontan iso-
therm und ohne Anderung der Inneren Energie wie-
der auf ein kleineres Volumen zusammenzoge. Auch
hier lehrt uns die Erfahrung, dass das nie der Fall ist.

Hierher gehort natiirlich auch die in Ab-
schnitt 1.1.17 (Abb. 1.1-14) diskutierte irreversible Ex-
pansion eines idealen Gases gegen einen konstanten
kleineren Auflendruck oder die irreversible Kompres-
sion des Gases durch einen grofieren Auflendruck.

Im gleichen Abschnitt haben wir davon gesprochen,
dass durch Reibung Arbeit in Wérme umgewandelt
wird. Ein Beispiel dafiir ist auch der Joule’sche Ver-
such zur Bestimmung des mechanischen Warmedaqui-
valents: Ein absinkendes Gewichtsstiick treibt {iber ei-
ne aufgewickelte Schnur einen Rihrer an, der sich in
einem mit Wasser gefiillten Gefif3 befindet. Durch die
Reibungswirme erwarmt sich das Wasser. Der umge-
kehrte, den Ersten Hauptsatz durchaus befriedigen-
de Prozess, bei dem durch Abkithlung von Wasser
ein Rithrer in Rotation versetzt und dadurch ein Ge-
wichtsstiick gehoben wird, tritt nach unserer Erfah-
rung nie ein.

Man fasst die zuerst genannten Beispiele (Tempe-
ratur- und Druckausgleich) unter dem Begriff Aus-

(1.1-193)

gleichsvorgiinge, die zuletzt genannten (Reibungsvor-
géinge, plastische Verformung) unter dem Begriff dis-
sipative Vorgdnge zusammen. Beide gehoren zu den
sog. natiirlichen Vorgdngen, die unserer Erfahrungen
nach immer in einer bestimmten Richtung verlaufen.
Das ist nicht auf die genannten, mehr dem Bereich der
Physik entnommenen Beispiele beschrinkt. Es gilt ge-
nauso fiir chemische Vorgédnge: Wenn wir bei Raum-
temperatur ein Gemisch von Wasserstoff und Sauer-
stoff im Stoffmengenverhiltnis 2 : 1 haben, so setzt
sich dies nach Ziindung spontan praktisch quantitativ
zu Wasser um. Eine spontane Zersetzung von Wasser
in Wasserstoff und Sauerstoft kann unter den gleichen
Bedingungen nicht beobachtet werden. Oder, um ein
anderes Beispiel zu nennen, beim Zusammenfiigen ei-
ner Chlorid-Ionen und einer Silber-Ionen enthalten-
den Losung fillt spontan Silberchlorid aus. Ein ent-
gegengesetzt quantitativ verlaufender Prozess findet
nicht statt.

Wir formulieren deshalb aufgrund unserer Erfah-
rung: Alle in der Natur verlaufenden spontanen
Prozesse laufen stets in einer bestimmten Rich-
tung ab. Dabei geht das System von einem definier-
ten Anfangszustand in einen definierten Endzu-
stand tiber. Dieser angestrebte Zustand muss der in
Abschnitt 1.1.4 erldauterte Gleichgewichtszustand
sein. In ihm kommt der spontane Prozess zum Still-
stand. Durch infinitesimale Anderungen der Zu-
standsgrofien kann der Prozess dann sowohl in die
eine wie auch in die andere Richtung gelenkt und je-
derzeit riickgidngig gemacht werden, ohne dass eine
Verdnderung in der Umgebung zuriickbleibt (vgl.
reversible isotherme oder adiabatische Expansion
und Kompression in Abschnitt 1.1.17).

Fiir uns ist die Vorausberechnung der Richtung ei-
nes spontanen Prozesses von grofier Wichtigkeit. Des-
halb wollen wir die Uberlegungen zunichst noch et-
was quantitativer durchfiihren.

Dazu betrachten wir noch einmal die Ubertragung
einer bestimmten Warmemenge Qr, von einem wir-
meren Korper (A) auf einen kélteren (B) (Tab. 1.1-3).
Diese Ubertragung kann einmal (Fall a) reversibel,
wie z.B. bei einem vollstindig durchgefithrten Car-
not’schen Kreisprozess (unter gleichzeitiger Speiche-
rung eines gewissen Arbeitsbetrages im Arbeitsspei-
cher), erfolgen, ein andermal (Fall b) wie bei dem in
Abschnitt 1.1.6 beschriebenen Versuch spontan durch
Wirmeleitung. Zu diesem Zweck verwenden wir am
besten einen kleinen Wérmeiibertréger, einen sog. Ka-
lorifer. Er moége sich zunachst auf der Temperatur 7T,
befinden. Wir bringen ihn in Kontakt mit dem wér-
meren Korper A, wobei er sich auf dessen Tempera-



tur T} erwdarmt und dabei eine gewisse Warmemen-
ge aufnimmt. Dann tiberfithren wir ihn in den kélte-
ren Korper B, wobei er sich unter Abgabe der glei-
chen Warmemenge Qr, wieder auf die Temperatur T
abkiihlt. Infolge ihrer grofien Warmekapazitét éndern
die Korper A und B ihre Temperatur bei dem Prozess
nicht. In beiden Féllen konnen wir die Wiarmemenge
Qr, vom kilteren Korper wieder auf den wirmeren
iibertragen, d.h. den kélteren Korper wieder in den
Ausgangszustand zuriickbringen, indem wir eine Car-
not-Maschine als Warmepumpe benutzen, d.h. den
Carnot’schen Prozess riickwarts ablaufen lassen. Da-
zu miissen wir aus dem Arbeitsspeicher eine gewisse
Energiemenge entnehmen. Diese ist auf dem Hinweg
wohl im Fall a zuvor an den Arbeitsspeicher abgege-
ben worden, nicht aber im Fall b. Auch stellen wir fest,
dass die auf den warmeren Korper iibertragene Wir-
memenge Q7 wohlim Fall a, nicht aber im Fall b mit
der tibereinstimmt, die ihm auf dem Hinweg entnom-
men worden war. Wir erkennen also, dass sich der kal-
te Korper B in beiden Féllen auf den Ausgangszustand
hat zuriickbringen lassen, dass aber in der Umgebung
(Arbeitsspeicher und Korper A) eine Verdnderung zu-
riickgeblieben ist, wenn wir uns auf dem Hinweg der
spontanen Wirmeleitung bedient hatten. Die Verédn-
derung besteht in einem Plus an Warmeenergie und
einem Minus an mechanischer Energie.

Wir betrachten noch ein weiteres Beispiel, die Ex-
pansion eines idealen Gases. Wird sie isotherm (oder
adiabatisch) und reversibel durchgefiihrt, dann wird,
wie wir gesehen haben (Abschnitt 1.1.17), eine maxi-
male Arbeit vom Arbeitsspeicher aufgenommen. Sie
reicht gerade aus, um in einer isothermen (oder adia-
batischen) und reversiblen Kompression das Gas wie-
der in den Ausgangszustand zuriickzubringen. Lassen
wir das Gas aber irreversibel, z. B. gegen einen kon-
stanten, kleineren Auflendruck p, spontan expandie-
ren, so ist die vom Arbeitsspeicher aufgenommene Ar-
beit kleiner als im reversiblen Fall. Die geringste Ar-
beit, die gebraucht wird, um das Gas in den Ausgangs-
zustand zuriickzubringen, ist wieder die im reversi-
blen Fall benoétigte (vgl. Abb. 1.1-17). Sie ist grofSer als
die bei der spontanen Expansion gewonnene. Bei dem
Kreisprozess spontane Expansion — reversible Kom-
pression weist die Umgebung (Arbeitsspeicher und
Thermostat) nach Abschluss des Prozesses eine blei-
bende Veranderung auf (Verlust an Arbeit und Ge-
winn an Wérme), wie aus Tab. 1.1-3 hervorgeht.

Das Ergebnis ist bei allen spontanen Prozessen das
gleiche: Das System (im Fall der Wiérmeleitung der
Korper B, bei der Volumenarbeit das Arbeitsgas) lasst
sich in den Ausgangszustand zuriickbringen, doch
bleiben dabei im Gegensatz zu reversiblen Prozes-
sen immer irgendwelche Veranderungen in der Um-

1.1 Einfiihrung in die chemische Thermodynamik

gebung zuriick. Alle spontanen Prozesse sind damit ir-
reversibel. Sie fithren stets zu einem Verlust an nutzba-
rer Arbeit und einem Gewinn von Wirme. Die Verédn-
derungen konnte man nur dann riickgédngig machen,
wenn es gelange, Warme unmittelbar, d. h. ohne sons-
tige Veranderungen, in Arbeit zu verwandeln. Dies
wire die Umbkehr des Joule’schen Versuches, von de-
ren Unmoglichkeit wir bereits gesprochen haben.

Diese Erkenntnis wird im Zweiten Hauptsatz der
Thermodynamik ausgedriickt: ,Es gibt keine peri-
odisch funktionierende Maschine, die nichts ande-
res tut, als Warme in mechanische Arbeit zu ver-
wandeln.” Eine solche Maschine, deren Funktionie-
ren nicht gegen den Ersten Hauptsatz verstofien
wiirde, bezeichnet man als Perpetuum mobile zwei-
ter Art. Man spricht deshalb auch von der ,Unmog-
lichkeit eines Perpetuum mobile zweiter Art“. Bei-
de Formulierungen des Zweiten Hauptsatzes sind
identisch und gleichbedeutend mit der Aussage, die
wir am Ende dieses Abschnitts kennenlernen wer-
den.

Die entscheidende Einsicht ist also die, dass man mit
einer Wirmekraftmaschine prinzipiell nur dann aus
Wiarmeenergie mechanische Energie erzeugen kann,
wenn man gleichzeitig eine bestimmte Wirmemen-
ge von hoher auf tiefe Temperatur befordert. Den
thermischen Nutzeffekt oder Wirkungsgrad des Car-
not’schen Kreisprozesses haben wir zu
LA
1Qyl I

bestimmt. Es erhebt sich jetzt natiirlich die Frage, ob
man mit einem anderen Arbeitsstoff oder einer an-
deren Wiarmekraftmaschine eventuell einen hoheren
Wirkungsgrad, d.h. ein grofSeres Verhéltnis von ge-
wonnener Arbeit zu der bei hoherer Temperatur ent-
zogenen Wirme, als mit der in Abschnitt 1.1.18 be-
handelten Carnot-Maschine erreichen kann.

Wir wollen einmal annehmen, es gibe eine solche
Maschine. Dann konnten wir sie als Warmekraftma-
schine verwenden und mit ihr eine als Warmepum-
pe arbeitende Carnot-Maschine (mit einem idealen
Gas als Arbeitsgas) kombinieren. Die erste Maschine
wiirde dem wirmeren Reservoir eine Wirmemenge
QT1 entnehmen, dem Arbeitsspeicher eine Arbeit W
und dem kilteren Reservoir eine Wirmemenge QT2 =
QT1 — W zufithren. Die mit dem niedrigeren Wir-
kungsgrad arbeitende Carnot-Maschine wiirde dem
kélteren Reservoir die Wiarmemenge QT2 entnehmen
und mit einem kleineren Arbeitsaufwand auf die ho-
here Temperatur pumpen. Dabei wiirde eine gegen-
tiber QT1 um die Differenz der Arbeitsbetrige ver-

(1.1-191)
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Tab. 1.1-3 Warmeubertragung und Austausch von Warme und Arbeit bei reversiblen und irreversiblen Prozessen.

1. Warmeliibertragung auf reversiblem Weg und durch Warmeleitung.

a) Hin- und Riickweg reversibel mit Carnot-Prozess.
warmer Korper A

kalter Korper B

Arbeitsspeicher

T, T,
Hinweg -Qr, +Qr, +nR(T, = T,) In(V,/ V)
Riickweg +Qr, -Qy, —nR(Ty =Ty In(V,/ V)
bleibende Verédnderung 0 0 0

b) Hinweg durch Warmeleitung, Riickweg wie beim Carnot-Prozess.

Hinweg -Qr, +Qr,
Riickweg +Qr, -Qr,

bleibende Verinderung Qg — Qp, >0 0

0
—nR(Ty = Ty) In(V,/ V1)
—nR(T, = Ty In(V,/V}) < 0

2. Austausch von Arbeit und Warme durch isotherme Expansion und Kompression.

a) Hin- und Riickweg reversibel.

Thermostat ideales Gas Arbeitsspeicher
. Vs v
Hinweg —Q=—nRTln7 +Q—nRTln7 =0 +nRT In(V,/V})
1 1
. Vs V2
Riickweg +Q=+nRT1n7 —Q+nRT1n7 =0 —nRTIn(V,/V})
1 1
bleibende Verédnderung 0 0 0
b) Hinweg gegen p, = const., Riickweg reversibel.
Thermostat ideales Gas Arbeitsspeicher
Hinweg —Q=-p(V, = W) +Q - p(Va=V)=0 +p(V, = V1)
. Va Vs Va
Riickweg +Q, = nRTan —Q2+nRTln7 =0 —nRTan

1

V,
bleibende Verdnderung #RT In 72 -p(V,=V))>0
1

0

1 1

Va
—nRTIn v +p (Vo= V) <0
1

minderte Warmemenge in das wiarmere Reservoir zu-
riickflieflen. Insgesamt wiirde von dieser kombinier-
ten Maschine bei jedem Zyklus eine Wirmemenge in
Arbeit verwandelt, ohne dass sonstige Verinderungen
eintraten. Das widerspricht aber dem Zweiten Haupt-
satz.

Es gibt also keine Warmekraftmaschine, die einen
hoheren Wirkungsgrad als eine reversibel arbeitende
Carnot-Maschine hat. Es gibt aber auch keine reversi-
bel arbeitende Wiarmekraftmaschine, die einen nied-
rigeren Wirkungsgrad hat. Gabe es sie, so konnten
wir sie als Warmepumpe gegen eine Carnot-Maschine
schalten und mit dieser Kombination wie in dem so-
eben geschilderten Beispiel Wérme vollstandig in Ar-
beit tiberfiihren.

Wir konnen aus dieser Uberlegung zwei Schliisse
ziehen: Die nach

I, =T,
|Wievl = Qr, ————

1.1-194
- (1.1-194)

fiir einen reversibel durchgefithrten Carnot’schen
Kreisprozess berechnete reversible Arbeit ist charak-
teristisch fiir jede mit einem reversiblen Kreisprozess
arbeitende Wirmekraftmaschine. Da, wie wir bespro-
chen haben, ein irreversibler Anteil im Kreisprozess
einen Arbeitsverlust bedeutet, stellt die durch einen
reversiblen Kreisprozess gewinnbare Arbeit das Maxi-
mum an nutzbarer Arbeit dar, das iiberhaupt gewon-
nen werden kann.

Wir wollen nun untersuchen, ob es eine Zustands-
funktion gibt, die sowohl tiber die Richtung eines ir-
reversiblen Prozesses als auch tiber das Ausmaf3 der Ir-
reversibilitit etwas aussagt. Einige Eigenschaften die-
ser Zustandsfunktion konnen wir voraussagen. Wie in
der Mechanik fiithrt auch in der Thermodynamik ein
spontaner Prozess zu einem Gleichgewichtszustand
(vgl. Abschnitt 1.1.4). Die als Kriterium fiir die Ir-
reversibilitit dienende Zustandsfunktion muss sich al-
so durch den irreversiblen Prozess éndern und beim
Vorliegen eines Gleichgewichts im abgeschlossenen



System einen Extremwert besitzen. Da reversible Vor-
ginge tiber lauter Gleichgewichtszustéinde verlaufen,
miissen wir weiter fordern, dass diese Funktion bei
reversiblen Zustandséinderungen im abgeschlossenen
System konstant bleibt.

Uns bisher bekannte Zustandsfunktionen erfiillen
diese Forderungen nicht: Anderungen der Inneren
Energie oder der Enthalpie konnen bei spontan ver-
laufenden chemischen Vorgingen sowohl negativ als
auch positiv (exotherme oder endotherme Reaktio-
nen) oder gar null sein (2. Gay-Lussac’scher Versuch).
Die Arbeit W ist keine Zustandsfunktion, wie schon
ein Blick auf Abb. 1.1-22 lehrt; denn, wenn wir beim
Carnot-Prozess vom Ausgangszustand (p;, V, T1)
zum Endzustand (p;, V3, T,) einmal {iber die Schrit-
te 1 und 2 (zuerst isotherm, dann adiabatisch) ge-
hen, ein andermal tiber die Schritte 4 und 3 (zuerst
adiabatisch, dann isotherm), so unterscheiden sich
die beiden gewonnenen Arbeitsbetrage gerade um die
grau gekennzeichnete Fliche. Ebensowenig wie die
Arbeit sind die tibergegangenen Wirmemengen Q ei-
ne Zustandsfunktion, wie am gleichen Beispiel (s. auch
Tab. 1.1-2) deutlich wird.

Andererseits lasst sich aus dem reversibel durch-
gefithrten Carnot’schen Kreisprozess doch eine fiir
uns interessante Funktion ableiten. Wir betrachten an-
hand von Tab. 1.1-2 noch einmal die wihrend des Car-
not’schen Kreisprozesses mit der Umgebung ausge-
tauschten Warmemengen, deren Verhiltnis

Qr,
Qr,
allein von den Temperaturen abhingt, bei denen sie

ausgetauscht werden. Dividieren wir die Warmemen-
ge durch die Austauschtemperatur, so folgt

_ nRT In(Vy/Vy) T
- nRT,In(V/Vy) T,

(1.1-195)

Qr V;

L = yR1ln —2 (1.1-196)
T, Vi
Qr V, V;

2 = yRln —= = —nR1ln -2 (1.1-197)
T, V3 Vi

und fiir die Summe iiber den gesamten Kreisprozess,
da die adiabatischen Schritte nicht mit einem Wérme-
austausch verbunden sind,

Q Qn Qg
2r=Tt g

rev

=0 (1.1-198)

Wir nennen die Funktion Q/T reduzierte Wéirme
und konnen formulieren: Beim reversiblen Car-
not’schen Kreisprozess ist die Summe der reduzier-
ten Warmen null.

1.1 Einfiihrung in die chemische Thermodynamik

Damit erfiillt die reduzierte Warme, zunéchst fiir den
Carnot’schen Kreisprozess, eine der gestellten For-
derungen, die Konstanz der Funktion bei einem re-
versiblen Kreisprozess. Wenn Q/7T eine Zustands-
funktion ist, so muss ihre Anderung unabhingig vom
Weg sein. Wir berechnen deshalb die Anderung von
Q/T, die auftritt, wenn wir beim Carnot’schen Pro-
zess (Abb. 1.1-22) einmal auf dem Wege 1-2, ein an-
dermal auf dem Wege 4-3 vom Zustand p;, Vi, T;
zum Zustand ps, Va3, Ty gehen. Da die beiden reversi-
blen adiabatischen Prozesse 2 bzw. 4 nicht mit einem
Wiérmeaustausch verkniipft sind, ist

Vs
> Q/T =nRln2 (1.1-199)
s Vi
rev
Vi V;
Z Q/T = nRln — = nR1In —= (1.1-200)
Va Vi

3+4

rev
Auf den beiden Wegen, die sowohl eine Volumen- als
auch eine Temperaturdnderung beinhalten, ist die An-
derung von Q/T dieselbe, wie wir es von einer Zu-
standsfunktion erwarten miissen.

Wir wollen nun noch priifen, was sich fiir )° Q/ T er-
gibt, wenn wir den Kreisprozess nicht reversibel, son-
dern irreversibel durchfithren. Wir erinnern uns, dass
nach unseren Uberlegungen zu Tab. 1.1-3 eine Wir-
meiibertragung durch Warmeleitung einen irreversi-
blen Vorgang darstellt. Deshalb modifizieren wir un-
seren Kreisprozess gegeniiber Abb. 1.1-22 dahinge-
hend, dass wir die reversiblen adiabatischen Prozesse
2 und 4 durch irreversible, isochore Warmeleitungs-
prozesse ersetzen. Es gilt dann V, = V3 und V,, = V},
und die Adiabaten werden durch senkrechte Geraden
ersetzt. Praktisch wire der Prozess so durchzufiihren,
dass wir nach der reversiblen isothermen Expansion
bei T'; das Gas in Kontakt mit dem Thermostaten mit
der Temperatur T, bringen, so dass es sich bei kon-
stantem V, auf T, abkiihlt. Nach der reversiblen iso-
thermen Kompression bei T, miisste es dann durch
Kontakt mit dem wéarmeren Thermostaten bei kon-
stantem V,, auf T'; erwdrmt werden. Bei den irreversi-
blen Schritten wiirde eine Warmemenge nc, (1o — T)
bzw. nc, (T — T,) ausgetauscht werden. An Stelle von
GL (1.1-198) ergibe sich dann fiir die bei dem gesam-
ten, jetzt teilweise irreversiblen Kreisprozess ausge-
tauschten reduzierten Warmen unter Beachtung von
T, > 1T,

D WLCE Sl Vs L R )
T Tl T2 T2 T]

irr

Q 11
E?=ncv(T1—T2)-(TI—TZ>

irr

(1.1-201)
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Abb. 1.1-24 Zur Aufteilung eines beliebigen Kreisprozesses in
eine Summe von Carnot-Prozessen.

Dieses Ergebnis ist unabhéngig davon, ob wir den Pro-
zess im Uhrzeigersinn oder entgegen dem Uhrzeiger-
sinn ablaufen lassen. Wir erkennen also, dass Q/T
auch die dritte Forderung erfiillt, sich bei einem ir-
reversiblen Prozess in einer bestimmten Richtung zu
andern. Je grofler das Ausmaf3 der Irreversibilitdt ist,
desto negativer ist die Summe. Damit gibt uns die
Funktion Q/T auch eine quantitative Beschreibung
der Irreversibilitat.

Die bisherigen Uberlegungen bezogen sich nur auf
den Carnot’schen Kreisprozess. Abb. 1.1-24 zeigt uns
jedoch, dass jeder beliebige Kreisprozess als eine Sum-
me vieler Carnot’scher Kreisprozesse aufgefasst wer-
den kann. Wir miissen die isothermen und adiaba-
tischen Schritte nur klein genug machen, dann fillt,
wie wir aus Abb. 1.1-24 erkennen, die den beliebigen
Kreisprozess darstellende Kurve mit der dufSeren Um-
randung der eingezeichneten Carnot-Prozesse zusam-
men. Alle Linien im Innern werden zweimal mit ein-
ander entgegengesetzten Vorzeichen durchlaufen. Die
zugehorigen Effekte heben sich also auf. Bei dieser all-
gemeinen Betrachtung gehen wir allerdings zweckma-
ligerweise von der Summation zur Integration tiber
und erhalten fiir Gl. (1.1-198) und GL. (1.1-201)

d
QJ; 4Qrey =0 (1.1-202)
T
bzw.
inrr
— <0 1.1-203
b= < (1.1-203)

Wir wollen an dieser Stelle eine neue Funktion ein-
fithren, die Entropie. Clausius hat sie wie folgt defi-
niert:

d Qrev

=d
T S

(1.1-204)

Der Begriff Entropie leitet sich vom griechischen tropé
(= Wendung, Umkehr) und entrépein (= umwenden,

umbkehren, eine Richtung geben) ab. Er driickt also ge-
nau die Eigenschaft aus, die wir von der gesuchten
Zustandsfunktion verlangt und bei den reduzierten
Warmen gefunden haben. Es ist ganz wesentlich, dass
die Entropie iiber die reversibel ausgetauschte Wirme-
menge definiert ist. Mit den Eigenschaften der Entro-
pie werden wir uns detailliert im néchsten Abschnitt
beschiftigen.

Geht ein System isotherm und irreversibel vom Zu-
stand 1 in den Zustand 2 iiber und wird es dann
isotherm und reversibel in den Zustand 1 zuriick-
gebracht, so gilt mit Gl (1.1-201) fiir den gesamten
Kreisprozess

2 1

{) d?Q = J d?}“ + J dQ—T“*V <0 (1.1-205)
Dafiir lasst sich mit GI. (1.1-204) schreiben

2 1

J d%“ + J ds <0 (1.1-206)

1 2
oder

2 2

J d&Tm < JdS (1.1-207)

1 1

2

J d&Tm <§-S; (1.1-208)

In einem abgeschlossenen System muss dQ = 0 sein.
Deshalb gilt allgemein fiir eine spontane Zustandsén-

derung in einem abgeschlossenen System
Sy —8,>0 (1.1-209)

fiir eine reversible Zustandsdnderung im abgeschlos-
senen System folgt unmittelbar aus GI. (1.1-204)

S, =8, =0 (1.1-210)
Der Fall
S,—-8,<0 (1.1-211)

kann in einem abgeschlossenen System nicht auftre-
ten. Mit S, — S; haben wir dabei die beim Ubergang
vom Zustand 1 in den Zustand 2 auftretende Entropie-
anderung symbolisiert. Die Gl. (1.1-209) und (1.1-210)
erlauben es also, zu erkennen, ob in einem abgeschlos-
senen System Gleichgewicht herrscht und, wenn dies
nicht der Fall ist, in welcher Richtung ein spontaner
Prozess ablauft. Diese Erkenntnis formulieren wir als



Zweiten Hauptsatz der Thermodynamik: Hat die
Entropie eines abgeschlossenen Systems zu einem
bestimmten Zeitpunkt einen bestimmten Wert und
treten spaterhin Zustandsanderungen auf, so bleibt
die Entropie dabei konstant, sofern es sich um re-
versible Zustandsdnderungen handelt; sie nimmt
aber zu, sobald die Zustandsdnderung auch nur ei-
nen irreversiblen Teilschritt enthalt.

Auf den ersten Blick scheinen die verschiedenen For-
mulierungen, die wir fiir den Zweiten Hauptsatz der
Thermodynamik kennengelernt haben, keinen unmit-
telbaren Zusammenhang miteinander zu haben. Be-
achten wir aber die Herleitungen und Erklédrungen, die
wir gegeben haben, so erkennen wir, dass die Erkennt-
nisse, die wir aus dem Carnot’schen Kreisprozess ge-
wonnen haben, das Bindeglied zwischen den Formu-
lierungen liefern. In der Physikalischen Chemie inter-
essieren uns die Zustandsidnderungen weit mehr als
die Unmoglichkeit des Perpetuum mobile zweiter Art.
Wir werden deshalb im Folgenden die Formulierung
mithilfe der Entropie verwenden.

1.1.20 Die Entropie

Um die Eigenschaften und die Bedeutung der Zu-
standsfunktion Entropie besser zu verstehen, wollen
wir die Entropieédnderung in einem abgeschlossenen
System bei einem reversiblen und einem teilweise ir-
reversiblen Kreisprozess untersuchen. Dabei greifen
wir wieder auf die isotherme Expansion und Kom-
pression eines idealen Gases zuriick. Wir betrachten
die Entropiednderungen im Gas und in der Umge-
bung (Thermostat und Arbeitsspeicher), die zusam-
men ein abgeschlossenes System wie in Abb. 1.1-13a
bilden.

1.1 Einfiihrung in die chemische Thermodynamik

Bei isothermen und reversiblen Expansionen bzw.
Kompressionen ist nach Gl. (1.1-173)

+Qrey = FWipr = 21RT In(V,/ V) (1.1-212)

Die dabei eintretende Entropieénderung ist also

—— =+nRIn(V,/V}) (1.1-213)

In Tab. 1.1-4 sind zunichst die Entropiednderungen
fiir einen Kreisprozess aufgefithrt, der aus einer iso-
thermen reversiblen Expansion und einer isothermen
reversiblen Kompression des idealen Gases besteht.
Bei beiden Schritten wird zwischen dem Gas und der
Umgebung eine Warmemenge Q,., ausgetauscht. Der
nach GI. (1.1-213) berechenbaren Entropiezunahme
des Gases entspricht eine gleich grofSe Entropieabnah-
me der Umgebung und umgekehrt, so dass im abge-
schlossenen System weder bei den einzelnen Schrit-
ten noch im gesamten Kreisprozess eine Entropieén-
derung auftritt.

Ganz anders liegen die Verhiltnisse, wenn zunéchst
eine irreversible Expansion des Gases ins Vakuum vor-
genommen wird. Fiir einen irreversiblen Prozess ist
nach GI. (1.1-204) die Entropiednderung nicht aus Q
berechenbar, da die Definition der Entropie sich auf
die reversibel ausgetauschte Wirmemenge bezieht.
Andererseits ist die Entropie eine Zustandsgrofie und
als solche vom Weg unabhéngig. Das bedeutet, dass
die Entropieénderung, die das Gas bei der irreversi-
blen Expansion von einem bestimmten Ausgangszu-
stand in einen bestimmten Endzustand erleidet, ge-
nauso grofd sein muss wie diejenige, die es bei einer
reversiblen Expansion vom gleichen Ausgangszustand
in den gleichen Endzustand erleiden wiirde. Fiir das

Tab. 1.1-4 Entropiednderungen im abgeschlossenen System bei isothermem reversiblem und teilweise irreversiblem

Kreisprozess.

a) Hin- und Riickweg reversibel
Schritt/Anderung von SGas

SUmgebung

S

abg. System
isoth. rev. Expansion +nRIn(V,/V)) —nRIn(V,/V}) 0
isoth. rev. Kompression —nRIn(V,/V}) +nRIn(V,/V)) 0
revers. Kreisprozess 0 0 0
b) Hinweg irreversibel, Riickweg reversibel
isoth. irr. Expansion ins Vakuum  4+#RIn(V,/V)) 0 +nRIn(V,/V})
isoth. rev. Kompression —nRIn(V,/V}) +nRIn(V,/V}) 0
teilw. irr. Kreisprozess 0 +nRIn(V,/V}) +nRIn(V,/V})
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Gas muss also gelten

(Sy —SE = (S, = §1)5e = nR1In(V,/V;) (1.1-214)

irr

Da bei der irreversiblen Expansion des Gases ins Va-
kuum keine Warmemenge zwischen Gas und Umge-
bung ausgetauscht worden ist, ist bei diesem Prozess
in der Umgebung tiberhaupt keine Verdnderung ein-
getreten, die Entropiednderung also gleich null. Die
Entropie des abgeschlossenen Systems hat demnach
bei diesem irreversiblen Schritt um #R In(V,/V;) zu-
genommen. Komprimieren wir das Gas im zweiten
Schritt nun wieder isotherm und reversibel bis zum
Ausgangszustand p;, V;, T, so gilt dafiir das gleiche
wie im oberen Teil von Tab. 1.1-4. Der gesamte, teil-
weise irreversible Kreisprozess fithrt also zu einer Zu-
nahme der Entropie der Umgebung und damit des ab-
geschlossenen Systems.

Die Entropie muss sich, da sie eine Zustandsfunkti-
on ist, als totales Differential darstellen lassen. Dabei
konnen wir, wenn wir uns zunichst auf reine Phasen
in einem geschlossenen System beschrinken, entwe-
der ihre Abhéngigkeit von 7'und V oder von T und p
betrachten. In beiden Fillen gehen wir von der Defini-
tionsgleichung GI. (1.1-204) aus:

ds= dQ—T”V - (§—i>vdT+<%>TdV (1.1-215)

dQey [ dS as
=—=— T — 1.1-21
ds T (aT>pd +<0p>po( 216)

Die reversibel mit der Umgebung ausgetauschte War-
memenge konnen wir nun nach dem 1. Hauptsatz
durch die Innere Energie oder die Enthalpie und die
Volumenarbeit substituieren

dS=dU+pdV
T
1 [/oU ou
=2 (%2 ar+(ZX) av+ pav
T[<0T>v +<av>T tp ]
(1.1-217)
qs = H-Vdp
T
1 [/0H oH
=2 (2L ar+ (22 dp-vd
T[<5T>P +<5P>T P p]
(1.1-218)

woflr wir auch schreiben kénnen

ds = %dT+ % [<%>T+p] 4V (1.1-219)

C
ds=—Lar+L|(H) _v dp (1.1-220)
T 7|\ op/,

Die beiden letzten Gleichungen kénnen wir noch we-
sentlich vereinfachen, wenn wir bedenken, dass die
vor d7, dV und dp stehenden Faktoren partielle Dif-
ferentialquotienten sind, die nach einer nochmaligen
Ableitung dem Schwarz’schen Satz gehorchen miis-
sen. Im Einzelnen muss gelten

aS c,
— —_— — 1.1— 1
<6 )v T ( 221)
C
(ﬁ) =2 (1.1-222)
oT/)p T
as 1 [/0U
9 _ L[4 1.1-223
<a )T T[(6V>T+p] ( )
95y _L1i() _ (1.1-224)
op), T |\op/,
928 928
- 1.1-225
0ToV ~— oVoT ( )
also auch
2 2
oS _ 08 (1.1-226)
0Top  opoT

Somit folgt aus der Kombination von Gl. (1.1-221) mit
Gl. (1.1-223) bzw. von GI. (1.1-222) mit GI. (1.1-224)

1. (9C) _1u  1(p
T \oV ), TovaT T \oT/,
1 ou
-ﬁ[(ﬁ)ﬁp]
1 (% _La"‘H_1<a_V>
T \odp ),y TopdT T \oT/p
1 o0H
- — —_— - 1.1-228
T2[<‘3P>T ] ( )

Das jeweils erste Glied auf der rechten Seite ist wieder-
um nach dem Schwarz’schen Satz mit der linken Seite
der Gleichung identisch, so dass uns Gl. (1.1-227) die
Moglichkeit gibt, den bereits in Abschnitt 1.1.13 er-
wiahnten

(1.1-227)

Inneren Druck IT

oV /1 aT ),

zu berechnen,

(1.1-229)

wihrend uns GL. (1.1-228)



den isothermen Drosseleffekt ¢,
€= ald =v—-T- (6_1/)
op ) oT /p

(vgl. Abschnitt 1.1.13) liefert, wobei wir in Analogie zu
Gl. (1.1-114) molare GrofSen verwendet haben. Damit
haben wir zunéchst die bereits friither als GI. (1.1-102)
und GI. (1.1-114) verwendeten Ausdriicke fiir den In-
neren Druck und den isothermen Drosseleffekt abge-
leitet.

Substituieren wir diese Ausdriicke in Gl. (1.1-219)
und (1.1-220), so erhalten wir

(1.1-230)

G, op
= —dT — 1.1-231
ds Td +<6T>Vdv (1.1-231)
C
p 5V>
= Lar- (£ 1.1-
ds=—£d <aT dp (1.1-232)
Da nach GL. (1.1-57)
v
0 (ﬁ>
Yy -~ ‘2_28 (1.1-233)
oT J (ﬂ) K
op )T
und nach GI. (1.1-58)
1%
— = . 1.1’ 4
<aT>p Voa (1.1-234)
ist, folgt aus GI. (1.1-231) und (1.1-232)
C
ds=—22d7+%4dv (1.1-235)
T K
Cp
ds=—ZdT -V adp (1.1-236)

Aus diesen Gleichungen erkennen wir, dass die Ab-
hangigkeit der Entropie von Temperatur, Volumen
und Druck durch sehr einfache Beziehungen gegeben
ist. Zu ihrer Berechnung benétigen wir lediglich die
Warmekapazitiaten, den thermischen Ausdehnungs-
koeffizienten und den Kompressibilitdtskoeffizienten.

Bis hierher haben wir keinerlei spezielle Annahmen
gemacht, die Gleichungen gelten allgemein. Wen-
den wir uns nun aber wieder dem Spezialfall ei-
nes idealen Gases zu. Unter Beriicksichtigung von
GL (1.1-49) bzw. (1.1-55) ergibt sich aus GL (1.1-231)
und GI. (1.1-232) unmittelbar

fir ein ideales Gas
dS=nc,dInT+nRdInV (1.1-237)

dS = nc,, dinT —nRdlnp (1.1-238)

1.1 Einfiihrung in die chemische Thermodynamik

Unter der Voraussetzung, dass die molaren Warmeka-
pazititen innerhalb des betrachteten Temperaturbe-
reiches als temperaturunabhéngig angesehen werden
konnen, erhalten wir durch Integration als Entropie-
inderung S, — S; beim Ubergang von einem Zustand
1 in einen Zustand 2 wiederum nur

fir ein ideales Gas

S,—S In22 4 nRln 2 (1.1-239)
-S; = n— n—= 1-
2 — 91 = HG, T, n v,
T.
Sy =81 =nc,In —2 _4RIn % (1.1-240)
1 1

Im Zustand 1 ist das System durch T}, p;, V;, n cha-
rakterisiert, im Zustand 2 durch T, p,, V;, n, da die
Stoffmenge # bei der Zustandsdnderung 1 — 2 nicht
verdndert werden soll. Damit folgt aus dem idealen
Gasgesetz, GL. (1.1-49),

Py il

= (1.1-241)
P vy T4

so dass bei Substitution dieses Ausdruckes in
GL (1.1-111) die GL. (1.1-240) mit Gl. (1.1-239) iden-
tisch wird. Dies Ergebnis war von vornherein zu er-
warten, da die Anderung der Zustandsfunktion En-
tropie vom Weg unabhéngig sein muss.

Fiir kondensierte Phasen ist wegen der geringen
Grofle des thermischen Ausdehnungskoeffizienten o
im Allgemeinen die Druckabhéngigkeit der Entropie
gegeniiber der Temperaturabhéngigkeit zu vernach-
lassigen, so dass aus Gl. (1.1-236)

CP
ds=—-dT (1.1-242)

resultiert, eine Gleichung, die bei Kenntnis der Tem-
peraturabhéngigkeit der Warmekapazitit C, die Be-
rechnung der Entropie nach

T

ST =ST=0+Jdeln<%>
0

(1.1-243)

ermoglicht. Wir werden spiter (Abschnitt 2.4) auf die-
se Gleichung noch zuriickkommen.

Erweitern wir wie in Abschnitt 1.1.14 unsere Be-
trachtung auf geschlossene Systeme, in denen Pha-
sendnderungen oder chemische Reaktionen vonstat-
ten gehen konnen, so tritt noch die Abhéngigkeit
der Entropie von den Stoffmengen bzw. der Reak-
tionslaufzahl hinzu. Entsprechend den GI. (1.1-129)
bzw. (1.1-131) gilt dann anstelle von Gl. (1.1-215) und
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Gl (1.1-216)

aS aS aS
ds=(= d7T +( — dVv — d
(aT>.5,v +<6V>€,T +<35>T,v ¢
(1.1-244)

aS a8 aS
dS=(-—=) dT+(= dp+|{ 52 d
<0T>€,p <5P>5,T g (a‘f)T,p ¢
(1.1-245)

Den partiellen Differentialquotienten der Entropie
nach der Reaktionslaufzahl bezeichnen wir analog zu
unserem Vorgehen in Abschnitt 1.1.14 als Umwand-
lungs- oder Reaktionsentropie, wobei im Allgemeinen
der Ausdruck fiir isobares Arbeiten interessiert:

as
— =AS
<05> T,p

Selbstverstandlich gelten wieder die den GI. (1.1-139)
bis (1.1-143) entsprechenden Beziehungen, insbeson-
dere

(1.1-246)

(1.1-247)

mit den stochiometrischen Faktoren v; und den mola-
ren Entropien s;.

Phasenumwandlungen konnen wir leicht reversibel
durchfiihren. Da andererseits bei Phasenumwandlun-
gen Arbeit mit der Umgebung nur in Form von Volu-
menarbeit ausgetauscht werden kann, konnen wir ent-
sprechend GI. (1.1-218) schreiben

a5y = $Quew _ dHy —Vdp

Ty Ty

(1.1-248)

und fiir den Fall einer isobaren und isothermen Pha-
senumwandlung

dS; = — 1.1-249
v=F (1.1-249)
oder nach ¢ differenziert

AHy;
ASy = (1.1-250)
Ty

Chemische Reaktionen verlaufen im Allgemeinen ir-
reversibel. Da dS nur mit der reversibel ausgetausch-
ten Warmemenge berechnet werden kann, konnen wir

40 | 1 Einfiihrung in die physikalisch-chemischen Betrachtungsweisen, Grundbegriffe und Arbeitstechniken

im Allgemeinen Fall bei chemischen Reaktionen keine
Gl. (1.1-248) analoge Beziehung aufstellen. Um die Re-
aktionsentropie berechnen zu kénnen, miissen wir ei-
ne besondere Reaktionsfithrung wihlen, ein Problem,
auf das wir spéter zuriickkommen werden.

Die Einfithrung der Entropie ergibt sich aus den
in Abschnitt 1.1.19 dargelegten Griinden. Alle weite-
ren Uberlegungen und Ableitungen folgten aufgrund
einfacher mathematischer Beziehungen. Dadurch ist
dieser letzte Abschnitt sehr abstrakt, es fehlt das fiir
den Chemiker so wesentliche, anschauliche Modell.
Wir wollen deshalb an dieser Stelle die Einfithrung in
die thermodynamische Arbeitsund Betrachtungswei-
se abbrechen und uns zunéchst einigen anderen Be-
trachtungsweisen des Physikochemikers zuwenden,
die uns von ganz anderer Seite ebenfalls auf den Be-
griff der Entropie fiihren werden.

1.1.21 Kernpunkte des Abschnitts 1.1

Volumenarbeit, Gl. (1.1-7), Abschnitt 1.1.5
Nullter Hauptsatz, Abschnitt 1.1.6
Isotherme und adiabatische Prozesse, Abschnitt 1.1.8
Thermische Zustandsgleichung, Abschnitt 1.1.10
Ideales Gasgesetz, Gl. (1.1-49)
Partielle Differentialquotienten, Gl. (1.1-58) bis
(1.1-60)
Erster Hauptsatz der Thermodynamik,
GL. (1.1-69)
Innere Energie, kalorische Zustandsgleichung,
GL (1.1-71)
Enthalpie, Gl. (1.1-79)
Warmekapazitit Gl. (1.1-90/1.1-91)
Innerer Druck, GI. (1.1-101)
Schwarz’scher Satz, GI. (1.1-112)
Stochiometrischer Faktor, Gl. (1.1-123)
Reaktionslaufzahl, Gl. (1.1-126)
Reaktionsenergie, -enthalpie,
Gl (1.1-142/1.1-143)
Umwandlungsenergie, -enthalpie, GL. (1.1-148)
Hess’scher Satz, Abschnitt 1.1.15
Standard-Bildungsenthalpie, Abschnitt 1.1.16
Reversibilitdt, Irreversibilitiat, Abschnitt 1.1.17
Carnot’scher Kreisprozess, Abschnitt 1.1.18
Zweiter Hauptsatz der Thermodynamik,
Abschnitt 1.1.19

Entropie, Gl. (1.1-204), Abschnitt 1.1.19
Reaktions- und Umwandlungsentropien,
Gl. (1.1-247/1.1-250), Abschnitt 1.1.20



1.1.22 Rechenbeispiele zu Abschnitt 1.1

1 Ein Becherglas sei zur Hélfte mit reinem Wasser
gefiillt. Man gibt 4 Kochsalzkristalle hinzu, die so grof8
sind, dass sich keiner von ihnen trotz intensiven Riih-
rens vollstindig auflost. Des Weiteren wirft man ei-
nen 1cm? grofien Kupferwiirfel und eine ebenso gro-
e Kupferkugel in das Wasser. Das Ganze deckt man
mit einem Uhrglas ab.

Aus wie vielen Phasen besteht das in dem verschlosse-
nen Becherglas vorliegende System?

Beschreiben Sie die einzelnen Phasen!

2 Ein Dewar-Gefif3 ist mit 1.00 dm?® Wasser gefiillt.
Fithrt man durch elektrisches Heizen (Tauchsieder) ei-
ne Energie von 1.00 k] zu, so stellt man eine Tempera-
turerhohung um 0.21 K fest. Welche Warmekapazitat
hat das Dewar-Gefif3? Welche Temperatur stellt sich
ein, wenn man in das zundchst auf 7' = 298.51 K be-
findliche Wasser einen auf 470.00 K aufgeheizten Ei-
senwiirfel von 5 cm Kantenldnge fallen lasst? p(Fe) =
7.87gcm™3, ¢, (Fe) = 25.08 Jmol "} K~1.

3 Ein Kolben mit dem Volumen V ist mit einem
zweiten, doppelt so grofien verbunden. In den Kol-
ben befindet sich Argon. Taucht man das gesamte Sys-
tem in eine Eis-Wasser-Mischung, so misst man einen
Druck von 1.0 bar. Welcher Druck stellt sich ein, wenn
der groflere der Kolben in der Eis-Wasser-Mischung
verbleibt, wihrend der kleinere in siedendes Wasser
getaucht wird?

4 Ein Kolben mit einem Volumen von 1.00 dm? soll
so mit Benzoldampf gefiillt werden, dass der Druck bei
400K 0.10 bar betragt. Wie viel g fliissiges Benzol miis-
sen dazu eingewogen werden?

5 Eine organische Substanz enthélt die Elemente C,
Hund O im Atomverhéltnis 2 : 4 : 1. Welche Bruttofor-
mel besitzt die Verbindung, wenn 0.176 g dieser Sub-
stanz bei 0.960 bar und 373 K im Dampfzustand ein
Volumen von 64.5 cm? einnehmen?

6 Stellen die Ausdriicke

a) dz = (8xy° + 24x3y%) dx + (12x2y* + 18x*y2) dy
und
b) dz = (6xy? + 6x2y%)dx + (6x%y + 6x3 %) dy

totale Differentiale dar?

7 Man weise nach, dass dv = % dT - % dp fir den

Fall eines idealen Gases ein totales Differential ist.

8 Ein Gasgemisch bestehe aus drei Komponenten.
Der Molenbruch der Komponente A betrage 0.30. Die
Komponente B habe einen Partialdruck von 0.25 bar.
Die Komponente C sei Stickstoff. Wieviel g Stick-
stoff enthélt das Gasgemisch, wenn der Gesamtdruck

1.1 Einfiihrung in die chemische Thermodynamik

1.00 bar, das Gesamtvolumen 1 m3 und die Tempera-
tur 298 K betragen?

9 Die Temperaturabhingigkeit der molaren Wir-

mekapazitit c, des Stickstoffs lasst sich darstel-

len durch ¢, = (27.27 + 5.22 - 1073 T/K — 0.0042 -
107° 72 /K?)J K~ mol~1. Man berechne, um welchen
Betrag die molare Innere Energie des Stickstoffs zu-
nimmt, wenn seine Temperatur bei konstantem Volu-
men von 273 K auf 1273 K erhoht wird. Welche Wir-
memenge muss dem Gas dabei zugefiihrt werden?

10 Die Verbrennungsenthalpie des Benzols betrigt
3.3 - 10°J mol~!. Welche Temperatur nimmt ein Ben-
zol-Luft-Gemisch an, wenn das Benzol vollig ver-
brennt, doppelt soviel Luft, wie zur Verbrennung not-
wendig ist, vorlag und die Ausgangstemperatur 373 K
betrug? Als mittlere molare Wirmekapazitit neh-
me man an: cp(Nz) = 3.5R, cp(HzO) = 4.2R und
¢,(COy) =5R, ¢,(Oy) =3.75R.

11 Ist der Unterschied zwischen der Reaktionsen-
thalpie und der Reaktionsenergie bei der Wassergas-
reaktion (H,O + CO — H, + CO,) oder bei der Bil-

dung des Ammoniaks <%N2 + %HZ - NH3> grofier?
Begriindung.

12 Bei 273 K betrégt die Reaktionsenthalpie fiir die
Reaktion

3H, +N, - 2NH; —91.66kJmol™!.

Wie grof$ ist die Reaktionsenthalpie bei 473 K, wenn
in dem betrachteten Temperaturbereich

¢,(Ny) = (27.27 +522. 10—3%
6I2

—0.0042 - 10~
K2

) JK ' mol™!

T
¢, (Hy) = (29.04 ~0.836-107

2
+2.01 - 10—61%> JK ! mol™!

5T
¢,(NH;) = <25.87 +32.55- 107

2
—-3.04 - 10‘2%) JK™ ! mol™!

ist?
13 Man weise nach, dass AlUr, = Al +
T. .
le ACy dT ist.
14 Die Standard-Bildungsenthalpie des Ethins be-
tragt 226.5k] mol~!. Wie grof} ist seine atomare Bil-

dungsenthalpie, d. h. die Bildungsenthalpie des Ethins
aus den Atomen, wenn die Sublimationsenthalpie des

a1
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Kohlenstoffs 717.7 k] mol~!, die Dissoziationsenthal-
pie des Wasserstoffs 435.5 k] mol ™! betrigt?

15 In einer kalorimetrischen Bombe beobachtete
man bei der Verbrennung von 700 mg Benzoesdure
bei 298 K eine Temperaturerhohung, die 61.6 % der-
jenigen betrug, die man bei Zufuhr von 30.0k] elek-
trischer Energie feststellte. Wie grofs ist die Standard-
Bildungsenergie der Benzoesdure, wenn die Stan-
dard-Bildungsenergien von Wasser und Kohlendioxid
—286.0 k] mol~! bzw. —393.5kJ mol ™! sind?

16 Ein Mol eines idealen Gases nehme bei 273 K
ein Volumen von 11.2 dm?3 ein. Es wird isotherm und
reversibel auf das doppelte Volumen expandiert. An-
schliefSend wird es, wie in Abb. 1.1-17b angegeben,
in sechs Schritten auf das Ausgangsvolumen kompri-
miert, indem stufenweise der duflere Druck so stark
erhoht wird, dass die einzelnen Volumenabnahmen
einander gleich sind. Welche Arbeit muss fiir den ge-
samten Kreisprozess dem Arbeitsspeicher entnom-
men werden?

17 Ein Mol eines einatomigen, idealen Gases (c, =
12.47 J K~ mol~!) wird folgendem Kreisprozess un-
terworfen. Ausgehend von p, = 1.0bar, 7 =273K:
1. reversible adiabatische Expansion auf das doppel-
te Volumen; 2. isochore Erwarmung auf T,; 3. iso-
therme, reversible Kompression auf V,. Welche Ar-
beit wird bei dem Kreisprozess dem Arbeitsspeicher
zugefiihrt oder entnommen? Bei welchem Teilprozess
erfolgt ein Energieaustausch mit der Umgebung, wie
grof3 ist dieser?

18 Mit einem Mol eines idealen, einatomigen Ga-
ses (¢, = 12.47 ] K~! mol~!) wird, ausgehend vom Zu-
stand Vj = 24.4dm?, T, = 298K, folgender Kreis-
prozess durchgefiihrt: 1. isochore Erwdrmung auf die
doppelte Temperatur; 2. isobare Abkithlung auf T';
3. isotherme reversible Expansion auf V. Man stelle
den Kreisprozess im V, T, p, T- und p, V-Diagramm
dar und vervollstindige die beiden Tabellen.

Zustand —

xI-

UE_UA HE_HA

Schritt

-0
-l=

1-2
2-3
3-1
Kreisprozess

19 Man vergleiche den theoretischen Wirkungsgrad
zweier Dampfmaschinen, von denen die eine beim
Siedepunkt des Wassers unter 1.0 bar, die andere beim
Siedepunkt des Wassers unter 20.3 bar (485 K) arbei-
tet. Bei beiden Maschinen betrage die Kiithlertempera-
tur 300 K. Welche Warmemenge muss in den beiden
Fillen dem heiflen Reservoir entnommen werden, um
eine Arbeit von 1.0k]J zu leisten?

20 Ein Kihlschrank, dessen Wirkungsgrad 40 % des
idealen Wirkungsgrades betragen moge, habe eine In-
nentemperatur von 273 K. Die Raumtemperatur be-
trage 293 K. Man berechne, welche Energie erforder-
lich ist, um 1kg Wasser von 273K in Eis zu verwan-
deln, wenn die Schmelzenthalpie 6.0 k] mol~! betrigt.
Wie muss der Wirkungsgrad fiir den Kithlschrank ab-
weichend von Gl (1.1-191) definiert werden? Wel-
che Wiarmemenge wird wéhrend des Prozesses an das
Zimmer abgegeben?

21 Eine Gaskiltemaschine, die nach dem Stirling-
Prinzip arbeitet, unterscheidet sich von einer nach
dem Carnot-Prozess arbeitenden dadurch, dass die
adiabatischen Prozesse durch isochore ersetzt werden,
bei denen ein Wirmeaustauscher die entsprechende
Wirmemenge aufnimmt bzw. abgibt. Man stelle den
Stirling-Prozess im p, V- und im 7, V-Diagramm dar
und vervollstandige die Tabelle durch Einsetzen der
berechneten Energien.

Arbeits-
speicher

Prozess (Ug — Up)gas Warmer Warme- kalter
Ther-  austau- Ther-

mostat scher  mostat

isotherme
Expansion
isochore
Erwér-
mung
isotherme
Kompressi-
on

isochore
Abkiihlung

Kreisprozess

22 Man erldutere, weshalb kein Widerspruch be-
steht zwischen der Aussage ,,Mit der reversiblen iso-
thermen Expansion ldsst sich eine quantitative Um-
wandlung von Wiarme in Arbeit erreichen und der
Unmoglichkeit eines Perpetuum mobile 2. Art.

23 Ein halbes Mol eines idealen Gases dehnt sich
bei 300 K isotherm gegen einen konstanten Druck von
1.00 bar von 1.00 dm? auf 10.0 dm? aus. AnschliefSend
wird das Gas isotherm und reversibel auf einen Druck



von 12.4bar komprimiert. Man berechne die bei die-
sem Prozess dem Arbeitsspeicher entnommene Ar-
beit sowie die im Gas, in der Umgebung und im ge-
samten (abgeschlossenen) System eingetretene Entro-
pieédnderung.

24 Man leite aus dem totalen Differential der Entro-
pie eines idealen Gases (Gl. 1.1-237) die Poisson’sche
Gleichung (GL. 1.1-186) her.

25 Wie grof§ ist die molare Entropieinderung beim
Erstarren von unterkithltem Benzol unter 1.00 bar bei
267 K, wenn beim Schmelzpunkt des Benzols (278 K)
AnH =9900] mol™!, ¢ ,(fl) = 127J K~  mol ™, ¢ ,(f) =
123] K~ mol~! ist. Man berechne und diskutiere die
Entropiednderung im Benzol, in der Umgebung und
im gesamten abgeschlossenen System.

26 In einem abgeschlossenen System werden 5g
Eis von 273K mit 50g Wasser von 300K vereinigt.
Wie grof$ ist dabei die Entropieinderung, wenn die
Schmelzenthalpie des Eises 6.00 k] mol~! und die mo-
lare Wirmekapazitit des Wassers 75.24 ] mol~! K1
betragen?

27 Ein Mol eines idealen, einatomigen Gases wird,
ausgehend von T, = 273.15K, p, = 1.013 bar, adia-
batisch und reversibel auf das doppelte Volumen ex-
pandiert.

a) Wie grof3 sind Endvolumen Vg, Enddruck pg und
Endtemperatur T} nach der Expansion?

b) Wie grof3 ist die Anderung der Inneren Energie?

c) Wie grofd ist die Anderung der Entropie?

28 In einem Behilter mit einem Volumen von
10 dm? befinden sich 1 mol N, und 3 mol He bei 298 K.

a) Berechnen Sie die Partialdriicke des Behilters.
b) Berechnen Sie den Gesamtdruck.

29 Ein Mol eines idealen Gases wird bei 298 K in ei-
nem Zylinder durch einen Kolben unter einem Druck
von 100 bar gehalten. Der duflere Druck wird isotherm
in drei Stufen vermindert: zuerst auf 50 bar, dann auf
10 bar und schlief3lich auf 1 bar.

a) Berechnen Sie die wihrend dieser irreversiblen
Teilschritte geleistete Arbeit.

b) Berechnen Sie die Gesamtarbeit, die das Gas leis-
ten wiirde, wenn es reversibel und bei 298 K von
100 bar auf 1 bar expandiert wird.

¢) Stellen Sie die in den Teilaufgaben a) und b) ge-
leistete Arbeit in einem p, V-Diagramm graphisch
dar.
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30

a) Geben Sie fiir ein ideales Gas das totale Differential
des Druckes A p als Funktion von AT und AV an.

b) Berechnen Sie mithilfe dieses totalen Differentials
die Anderung des Druckes, wenn 1 mol des Gases
von 10.0dm? auf 9.9 dm3 komprimiert und dar-
tiber hinaus die Temperatur von 273.15 Kauf 274 K
erhoht wird.

¢) Wie lautet der exakte Wert von A p?

31

a) Geben Sie eine Gleichung fiir die Berechnung des
Volumens V eines Zylinders an.

b) Geben Sie das totale Differential des Zylindervolu-
mens an.

c) Ist V eine Zustandsfunktion?

32 15g Magnesiumspéne werden in ein Becherglas
mit verdiinnter Salzsdure gegeben. Die Salzsdure 16st
das Magnesium unter Wasserstoftbildung auf. Formu-
lieren Sie eine chemische Reaktionsgleichung und be-
rechnen Sie die Arbeit, die durch das System wih-
rend der Reaktion verrichtet wird. Behandeln Sie den
entstehenden Wasserstoff als ideales Gas. Die molare
Masse von Mg betrigt 24.31 g mol 1.

Hinweis: Fur die Volumenénderung braucht nur der
Wasserstoff berticksichtigt zu werden.

33 Leiten Sie fiir die folgenden Funktionen Formeln
fiir das totale Differential her und zeigen Sie, dass fiir
diese Funktionen die Gleichung:

0’z _ 0’z
dyox  0x0y

gilt.

a) z=x2+2y%> —2xy+2x —4y—8
b) z=xy—-y+Inx+2

34 Ein Mol Helium (cp = %R), das als ideales Gas be-
trachtet werden kann, wird ausgehend von einem Vo-
lumen von einem Liter und einer Temperatur von 0°C
reversibel und isotherm auf ein Volumen von zehn Li-
tern expandiert. Anschlieflend wird das Gas reversibel
adiabatisch komprimiert, bis es eine Temperatur von
100°C erreicht.

a) Skizzieren Sie den Prozess in einem p, V-Dia-
gramm.

b) Wie grof$ ist die Anderung der Inneren Energie
(AU) und der Enthalpie (AH) bei dem Gesamtpro-
zess?

43
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35 Ein Stiick Eisen der Masse 10kg fillt bei einer
Temperatur von 20 °C aus einer Héhe von 100 m zur
Erde.

a) Berechnen Sie die kinetische Energie des Eisen-
stiicks, wenn es auf den Boden trifft.

b) Welche Geschwindigkeit hat es beim Aufprall?

¢) Wie hoch wiirde die Temperatur des Eisenstiicks
ansteigen, wenn seine gesamte kinetische Energie
beim Aufprall in Wiarme umgesetzt wiirde?

Die molare Wirmekapazitit von Eisen betréagt
¢, = 25.1]/mol°C und die Erdbeschleunigung g ist

9.81ms2.

36 Ein Vier-Takt-Otto-Motor, benannt nach dem
deutschen Ingenieur Nicolaus Otto, arbeitet nach ei-
nem sogenannten Otto-Kreisprozess, wie er in der
nachfolgenden Abbildung dargestellt ist. Das Arbeits-
medium (Luft) kann als ideales Gas betrachtet werden.

P
3
Qi
2
4
0 G =¥ 1

-
N} N

— VK VH

Abb. 1.1-25 Kreisprozess des idealen Otto-Motors.

Der Prozess besteht aus vier Schritten (Takte):

1. Takt Ansaugen (0-1). Das Einlassventil 6ffnet sich
und Luft stromt bei konstantem Druck in den
Verbrennungsraum.

Verdichten (1-2). Die Luft wird adiabatisch
komprimiert und heizt sich dabei auf. Wih-
rend der Kompression wird Benzin einge-
spritzt (Direkteinspritzer)

Arbeitstakt (2-3-4). Am oberen Umbkehr-
punkt wird das Benzin-/Luftgemisch durch
einen Zindfunken zur Explosion gebracht.
Dabei wird schlagartig Wérme frei (Warme-
zufuhr ¢,,), so dass der Druck bei faktisch
konstantem Volumen stark ansteigt (isocho-
re Druckerh6hung). Daraufhin erfolgt eine
schnelle (adiabatische) Expansion der Ver-
brennungsgase. Die Kolbenbewegung wird

2. Takt

3. Takt

dabei tiber die Kurbelwelle in eine Drehbewe-
gung umgesetzt.

Ausblasen (4-1-0). Am unteren Totpunkt
offnet das Auslassventil, wodurch der Druck
bei gleichem Volumen steil abfillt. Die Ver-
brennungsgase werden ausgeschoben und
frisches Gemisch wird angesaugt. Durch
Austausch der warmen Verbrennungsgase
mit frischer Luft wird die Warmemenge g,
abgegeben, und der Anfangszustand wieder-
hergestellt.

4., Takt

a) Ermitteln Sie unter der Annahme, dass der Pro-
zess reversibel ablauft, die Entropieédnderungen fiir
das Arbeitsgas und die Umgebung bei den Schrit-
tenl — 2,2 - 3,3 - 4,4 — 1. Leiten Sie eine
Gleichung fiir die Berechnung des maximalen Wir-
kungsgrades des idealen Otto-Motors ab und be-
rechnen Sie diesen Wirkungsgrad fiir einen Motor
mit den folgenden Kennzahlen:

Vi =V, =4dm3

p; = latm
T, =300K
. ateic. N
Verdichtungsverhiltnis: = 10
2
LE
P
7
Cp = ER

b) Vergleichen Sie den erhaltenen Wert mit dem
Wert moderner Otto-Motoren von etwa 37 %. Wie
konnte man den Wirkungsgrad eines Otto-Motors
theoretisch erh6hen und warum ist das praktisch
nicht moglich?

37 5mol Methan werden reversibel und adiabatisch
von 50 bar auf 200 bar komprimiert. Die Anfangstem-
peratur des Methans betragt 7; = 298 K.

a) Berechnen Sie die Endtemperatur T', des Methans
nach der Kompression unter der Annahme, dass
¢, = 3R ist.

b) Berechnen Sie die erforderliche Kompressionsar-
beit iiber die Gleichung W = I‘ZZ pdV, indem Sie
das Integral direkt unter Verwendung der Pois-
son’schen Gleichung l6sen.

c) Berechnen Sie die erforderliche Kompressionsar-
beit tiber die Gleichung W = nc, (T, — T;) un-
ter Verwendung der in Teilaufgabe a) berechneten
Temperatur T,. Vergleichen Sie die Werte mit de-
nen aus Teilaufgabe b).



38 1mol Ethan wird bei konstantem Druck von
1 atm von 25 °C auf 1200 °C erhitzt. Die Warmekapazi-
tdt kann iiber einen solch grofien Temperaturbereich
nicht mehr als konstant angenommen werden, son-
dern wird durch folgende Potenzreihe beschrieben:

C
?” =0.06436 + (2.137 - 102K HT
—(8.263-107°K2)T2 4 (1.024 - 107 K313 .

Berechnen Sie fiir diese Zustandsianderung die Werte
von W, Q, AU und AH.

39 Die Verbrennung von Methan verlduft nach fol-
gender Reaktionsgleichung:

CHy(g) + 2 0,(g) — CO,(g) + 2H,0

Die Standard-Bildungsenthalpien der beteiligten Stof-
fe sind:

AgH(CHy, g) = —74.6kJ/mol ,
AgH(O,, g) = 0kJ/mol,
ABH(COZ’ g) = —-393.5 k]/mol »
AgH(H,0, g) = —241.8kJ/mol .
Die Temperaturabhingigkeit der Wéarmekapazititen

der beteiligten Stoffe wird durch folgende Polynom-
ansétze beschrieben:

w =2.099+(7.272- 103K HT
+(1.34-1077 K% 1?
—(8.66 - 10710K=3 13

M =3.094+ (1.561 - 103K HT
—(4.65- 1077 K2)1?

M =2.593+ (7.661 - 103K HT
—(4.78 - 10°K2)1?
+(1.16 - 1072 K313

w =3.652+(1.156 - 103 K1) T

+(1.42-1077 K 2)1?

a) Berechnen Sie die Standard-Reaktionsenthalpie
ArH der Methanverbrennung nach obenstehen-
der Reaktionsgleichung.

b) Leiten Sie eine Gleichung ab, mit der Sie die Reakti-
onsenthalpie bei jeder Temperatur zwischen 300 K
und 1500 K berechnen konnen. Plotten Sie A H =
f(T) in diesem Temperaturintervall.
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¢) Berechnen Sie die adiabatische Flammentempe-

. H,, Luf
ratur einer Erdgas-Luft-Flamme TCd wluft ausge-

hend von der Standardtemperatur aTl =298.15K

unter folgenden Annahmen:

(i) Erdgas besteht aus reinem Methan.

(ii) Luft besteht aus 20 % O, und 80 % N.

(iii)Die Verbrennung verlduft vollstindig zu CO,
und H,O.

(iv)Das Erdgas-Luft-Gemisch stromt mit einer
Temperatur von 298.15K (thermodynamische
Standardtemperatur) in den Brenner ein.

Beachten Sie dabei, dass sich bei einem adiabati-
schen Prozess die Enthalpie nicht dndert. AgH ist al-
so als temperaturunabhéngig anzusehen und ist ent-
sprechend den Anfangsbedingungen einzusetzen, al-
so hier AgH. Beachten Sie weiterhin, dass sich die
Waiérmekapazititen der Reaktionsprodukte mit stei-
gender Temperatur erhohen und dass nur unter Be-
achtung dieser Temperaturabhéngigkeiten ein realis-
tischer Wert erhalten wird. Die Temperaturabhéngig-
keiten ¢ ,(CO,, g) und ¢ ,(H,O, g) sind oben gegeben,
fiir N, gilt:

c,(Ny, g)
Y 93464 (2.392- 103K )T

—(1.034-107° K212
+(0.165-107° K313

Die auftretende Polynomgleichung vierten Grades
kann graphisch oder numerisch gelost werden. Wa-
rum bezeichnet man die adiabatische Flammentempe-
ratur auch als maximale Flammentemperatur?

40 Gegeben sei die Dichte von Luft bei 0.987 bar und
27°C zu 1.146 g - 171, Berechnen Sie (a) den Molen-
bruch und (b) den Partialdruck von N, und O, unter
der Annahme, dass Luft nur aus diesen beiden Gasen
besteht.

41 Die Dichte von Luft bei —85°C, 0°C und 100°C
betrigt 1.887g-17!, 1.294g-17! bzw. 0.964g- 171
Aus diesen Daten und unter der Annahme der Giiltig-
keit des Gesetzes von Gay-Lussac (Charles) berechne
man den absoluten Nullpunkt der Temperatur in °C.

42 Die molare Wirmekapazitit von gasformigem
Schwefeldioxid SO, (g) ist durch folgende Funktion ge-
geben:

D _ oy 14546K  160351K?

R T T2
Berechnen Sie die Entropiednderung, wenn 1mol
SO,(g) von 300 K und 1 bar auf 1000 K und 0.010 bar
gebracht werden. Das Schwefeldioxid kann als ideales
Gas betrachtet werden.
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1.1.23 Literatur zu Abschnitt 1.1

Weiterfiihrende Literatur zu Abschnitt 1.1 ist im Ab-
schnitt 2.6.10 aufgefiihrt.

1.2 Einfiihrung in die kinetische
Gastheorie

Im vorangehenden Abschnitt haben wir mehrfach da-
von gesprochen, dass wir mithilfe der Thermodyna-
mik lediglich Anderungen von Zustandsgréfien be-
rechnen konnen, dass es uns aber nicht moglich ist,
solche Grofen absolut zu berechnen. Um diesem Ziel
ein wenig ndherzukommen, wollen wir uns im Folgen-
den mit der Einfithrung in eine andere physikalisch-
chemische Betrachtungsweise befassen, bei der wir
uns zunichst ebenfalls auf den Grenzfall des idealen
Gases beschrianken konnen, mit der kinetischen Gas-
theorie.

Wiahrend wir in der chemischen Thermodynamik
iiberhaupt nicht nach dem Aufbau der uns interes-
sierenden Materie gefragt haben, werden wir jetzt
ein konkretes Modell dieser Materie entwickeln.
Dann werden wir versuchen, auf dessen Basis eini-
ge thermodynamische Eigenschaften der Materie zu
berechnen, indem wir aus der Mechanik bekannte
Gesetzmaifligkeiten anwenden.

Wir werden zunichst unser Modell, ndmlich das
ideale Gas, definieren und versuchen, eine Bezie-
hung zwischen der Bewegung der Teilchen und dem
Gasdruck zu gewinnen (Abschnitt 1.2.1).

Als Néchstes wird es gelten, eine Korrelation zwi-
schen der kinetischen Energie der Teilchen und der
Temperatur zu finden (Abschnitt 1.2.2).

Dieser Zusammenhang wird es uns erlauben, mo-
lare Wirmekapazititen zu berechnen. Wir werden
dabei den Gleichverteilungssatz der Energie kennen-
lernen, und der Vergleich mit experimentellen Wer-
ten wird uns die Grenzen der Anwendbarkeit unse-
res einfachen Modells aufzeigen (Abschnitt 1.2.3).

1.2.1 Das Modell des idealen Gases

In der Mechanik haben wir es im Allgemeinen mit
endlich groflen Massen zu tun, die sich in verschie-
dener Art und Weise bewegen konnen; sie konnen
eine translatorische Bewegung ausfithren, sie kon-
nen rotieren, oder sie konnen schwingen. Alle diese
Bewegungsformen konnen wir sehend und messend
verfolgen, ihre GesetzmifSigkeiten studieren und in
Form von physikalischen Gesetzen niederschreiben.

Auf diese Weise konnen wir das Newton’sche Kraftge-
setz, den Satz von der Erhaltung der Energie und den
Satz von der Erhaltung des Impulses aufstellen.

In der uns umgebenden gasférmigen Materie kon-
nen wir selbst mit den besten Mikroskopen keine ein-
zelnen Teilchen erkennen. Trotzdem nehmen wir nun
an, dass auch die gasformige Materie aus — wenn auch
sehr kleinen — einzelnen Teilchen aufgebaut ist, die
eine definierte Masse haben. Diese Annahme ist zu-
ndchst eine reine Hypothese, die allerdings durch Er-
fahrungen des tdglichen Lebens gestiitzt wird: Wir
spiiren die Wirkung des Windes, wir konnen die Ga-
se wiegen, wir konnen mit ihnen wie mit Feststoffen
chemische Reaktionen durchfithren. Auf die kleinen,
unsichtbaren Gasteilchen {ibertragen wir nun die an
massiven Korpern studierten Bewegungsgesetze. Das
ist zundchst nur ein Versuch, Bekanntes auf ein an-
schauliches Modell anzuwenden. Erst das Ergebnis,
die Richtigkeit der damit durchgefiihrten Berechnun-
gen, rechtfertigen diesen Versuch. Es darf aber nicht
wundernehmen, wenn dieses grobe Bild vom Aufbau
eines Gases bald seine Grenzen zeigen wird.

Im Einzelnen gehen wir von folgendem Modell fiir
ein ideales Gas aus:

1. Das Gas besteht aus einzelnen Teilchen, den
Molekiilen oder Atomen.

2. Die Abmessungen der Teilchen sind klein ge-
geniiber ihrer gegenseitigen Entfernung und ge-
geniiber den Gefifidimensionen.

3. Die Teilchen tiben keinerlei Krafte aufeinander
aus.

4. Die Teilchen befinden sich, wie wir es von der

Brown’schen Molekularbewegung her kennen,

stdndig in einer vollig ungeordneten Bewegung.

Die Teilchen verhalten sich wie starre Kugeln.

6. Fir Stof3e der Teilchen untereinander und auf
die Wand sollen der Energie- und Impulserhal-
tungssatz uneingeschréinkte Giiltigkeit besitzen.

e

Zur Vereinfachung der sich anschliefSenden Be-
rechnung machen wir zwei weitere — fiir das Re-
sultat jedoch nicht notwendige — Annahmen:

1. Alle Teilchen haben die gleiche Geschwindig-
keit v.

2. Je ein Drittel aller Teilchen bewegt sich parallel
zu einer der drei Raumrichtungen.

Wir stellen uns nun vor, dass sich unser Gas in ei-
nem quaderformigen Behélter befindet, und untersu-
chen, welche Wirkung die Stof3e der Gasmolekiile auf
die zur y, z-Ebene parallele Wand mit der Fliche A



Yo
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Abb. 1.2-1 Zur Ableitung des Gasdruckes.

haben. Nach unserer Voraussetzung fliegt 1/3 aller
Teilchen parallel zur x-Achse, 1/6 aller Teilchen also
senkrecht auf A zu. In einer bestimmten Zeitspanne
dt werden von diesen Molekiilen nur diejenigen auf
die Wand auftreffen, die zu Beginn dieser Zeitspan-
ne hochstens um die Strecke vd¢ von A entfernt wa-
ren, wenn v die Geschwindigkeit der Teilchen ist. Das
heifSt aber, dass in dieser Zeitspanne 1/6 aller in dem in
Abb. 1.2-1 schraffierten Quader enthaltenen Teilchen
auf A auftreffen. Ist LN die Anzahldichte der Gasteil-
chen, so ist die Zahl der Stof8e wiahrend der Zeit d¢
auf A %INA? dt. Jedes Teilchen der Masse m hat vor
dem Stof3 den Impuls mv, nach dem Stof3 einen Im-
puls gleicher Grof3e, aber entgegengesetzter Richtung.
Deshalb tibertrigt jedes Teilchen beim Stof3 einen Im-
puls der Grofie 2mv auf die Wand. Der wihrend d¢ auf
A insgesamt tibertragene Impuls d p,, ist dann

dpx=2%-1N-A-V-m-7-dt (1.2-1)
Nun ist aber die Ableitung des Impulses nach der Zeit
nichts anderes als die Kraft F

dp,
dt

=F (1.2-2)
und die durch die Fliche dividierte Kraft der Druck p

so dass sich wegen der unter Punkt 7 gemachten An-

nahme (72 = v_2) aus der Kombination von GI. (1.2-1)
bis (1.2-3) ergibt

p= LN (1.2-4)

3

1.2.2 Kinetische Energie und Temperatur

Ersetzen wir nun !N durch die Loschmidt’sche Kon-
stante N, (Neuerdings wird vielfach die Bezeichnung
Avogadro’sche Konstante verwendet.) und das molare
Volumen V, |, so erhalten wir aus Gl. (1.2-3)

PVinol = l]\[A : mv_Z (1.2-5)

3

1.2 Einfiihrung in die kinetische Gastheorie

%m?z ist die kinetische Energie ¢, eines Gasteil-
chens, das nur eine Translationsbewegung ausfiihrt,
Ny - €qans die molare kinetische Energie der Gasteil-
chen, so dass wir auch schreiben kénnen
2

PVimol = 3’ Ny - €irans (1.2-6)
An dieser Stelle bietet sich ein Vergleich mit dem idea-
len Gasgesetz

Vool = RT (1.1-48)

an. Er zeigt uns, dass eine unmittelbare Beziehung
zwischen der Temperatur T eines Gases und der mo-
laren Translationsenergie der Gasteilchen besteht. Zu-
néichst folgt

3
Ny - €yans = ERT

(1.2-7)
Beziehen wir uns nun auf ein Teilchen, indem wir
durch N, dividieren, und fithren fiir den Quotienten
R/N, die Boltzmann'sche Konstante k ein, so erhalten
wir schliefllich

S8 S
2

1.2-8
A (12-8)

Etrans =

Daraus erkennen wir, dass Wirme — ganz allgemein
betrachtet — mit einer Art von Teilchenbewegung
verknipft sein muss.

Unter dem Mikroskop beobachtete der schottische
Botaniker Robert Brown (1827), dass Pollen oder
Staubkorner in einem Wassertropfen unregelmaflige
ruckartige Bewegungen zeigen. Weitere Experimente
legten nahe, dass sich aus dieser Beobachtung der ers-
te Nachweis der in der molekularen Theorie der Wir-
me angenommenen Wirmebewegung der Teilchen in
Flissigkeiten und Gasen ergibt, die man entsprechend
als Brown’sche Bewegung bezeichnet (sieche Annahme
4 im Kasten zu Beginn des Abschnitts 1.2.1).

Diese einfachen Vorstellungen erlauben nun bereits
die Ableitung einer wichtigen Formel, die fiir das Le-
ben auf unserem Planeten von Bedeutung ist, der ba-
rometrischen Hohenformel. Sie beschreibt die vertika-
le Verteilung der Gasteilchen in der Atmosphére der
Erde und verkniipft den Druck mit der Hohe in ihrer
einfachsten Form, wenn man annimmt, dass sich die
Temperatur mit der Hohe nicht éndert.

Dazu betrachten wir ein Volumenelement
(Abb. 1.2-2), dessen Dimensionen und die auf die
Wénde des Volumenelements einwirkenden Einfliisse
gekennzeichnet sind.

Das quaderformige Volumenelement hat die
Grundfliche A und die infinitesimal kleine Hohe
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p(hy+dp  dv
=

q dh

———— -

El
Y

< X >

Abb. 1.2-2 Volumenelement.

d/, welches Gas der Dichte ¢ enthilt. Auf die un-
tere Grundflidche wirkt sich von aufen nur der Druck
p(h) bei der Hohe 4 tiber eine Kraft p(h) - A aus.
Auf dieselbe Fliche wirkt von innen sowohl die von
der Masse des Gases (dm = ¢ - dV) im Volumen-
element ausgetibte Gewichtskraft ogdV = ggdh - A
(mit g = Erdbeschleunigung) sowie die Kraft des Gas-
drucks in der groferen (4 + d/1) Hohe p +dp - A. Da
im Gleichgewicht die Summe aller wirkenden Kréfte
null sein muss, gilt

p-A—ogdh-A—(p+dp)A=0 (1.2-9)
und damit

dp

—_— = 1.2-10

% ( )
Fir unser ideales Gas ist: ¢ = % (mit M =
Molekiilmasse) und somit:

dp _ p-M-g

= —_ 1.2-11

dh RT ( )
Nach Trennung der Variablen:

d M -

& __ T8y (1.2-12)

)4 RT

und Integration zwischen %, und hy + dh = h; bzw.
p(hy) und p(hy)

P(hl)d th
p g
&P _ | 228 g 1.2-13
J : J e (1.2-13)
p(hg) ho
erhilt man:
h M, M,
In p () __Mg (hy = ho) = _28 A (1.2-14)
p(h)  RT RT
beziehungsweise
_ Mg
p(hl) — p(hO) .e RTAh (1.2'15)

und damit die barometrische Hohenformel, deren Aus-
wirkung jeder schon einmal, wenn er im Hochgebir-

ge gewandert ist, gesptirt hat (sieche Aufgabe 8 in Ab-
schnitt 2.7.11).

Der Joule’sche Versuch zur Bestimmung des mecha-
nischen Wirmedquivalentes erscheint uns jetzt in ei-
nem ganz neuen Licht.

Mechanische Energie wird sichtbar, wenn die Be-
wegungen der unsichtbaren Teilchen so koordiniert
werden, dass es zu einer gleichmifligen Bewegung ei-
ner grofen Gruppe von Teilchen kommt. Wenn sich
ein Festkorper mit konstanter Geschwindigkeit be-
wegt, dann haben alle Atome dieses Festkorpers ei-
ne in Richtung und Grofle gleiche Geschwindigkeit.
Wir konnen die kinetische Energie dieses Festkorpers
aus seiner Masse (der Summe der Massen aller ihn
aufbauenden Atome) und seiner beobachtbaren Ge-
schwindigkeit (die gleich ist der Geschwindigkeit ei-
nes jeden seiner Atome) berechnen. Die mechanische
Energie wird in Warme verwandelt, wenn die Koordi-
nation der Bewegung der einzelnen Teilchen zerstort
wird und die Bewegung nicht langer als solche wahr-
nehmbar ist, es sei denn durch das Warmeempfinden.
Aus der Sicht des individuellen Teilchens (Atom oder
Molekiil) hat sich aber — in dieser vereinfachenden Be-
trachtung — tiberhaupt nichts geéndert, wenn die me-
chanische Energie in Wiarme umgewandelt ist.

Bringen wir zwei ideale Gase unterschiedlicher Mo-
lekiilmasse miteinander in Kontakt, so stellt sich nach
einiger Zeit das thermische Gleichgewicht ein (vgl.
Abschnitt 1.1.6), beide Gase nehmen die gleiche Tem-
peratur an. Dann muss nach Gl. (1.2-8) aber auch
die mittlere kinetische Energie aller Gasteilchen gleich
grofd sein, d. h. es muss gelten

lmlg = lmzv_% oder (1.2-16)
2 2

vy m

L= /=2 (1.2-17)
V2 my

Das Verhiltnis der mittleren Geschwindigkeiten
der Molekiile zweier verschiedener miteinander im
thermischen Gleichgewicht stehender Gase ist um-
gekehrt proportional der Wurzel aus dem Verhalt-
nis ihrer Molekiilmassen.

Wenn die Molekiile zweier unterschiedlicher Gase im
thermischen Gleichgewicht dieselbe kinetische Ener-
gie €qns Desitzen, dann stimmen nach Gl. (1.2-6) bei
gleichen Driicken die molaren Volumina der beiden
Gase liberein, das bedeutet, dass in gleichen Volumina
die gleiche Stoffmenge bzw. die gleiche Anzahl Teil-
chen enthalten ist. Es folgt also aus der Kombinati-
on der Gl. (1.2-9) und (1.2-6) unmittelbar das Avoga-
dro’sche Gesetz.



Es muss an dieser Stelle vermerkt werden, dass wir
in Abschnitt 4.3 bei einer exakten Behandlung der hier
vereinfacht dargestellten Probleme feststellen werden,
dass wir das richtige Ergebnis (Gl 1.2-7) dank der
Kompensation von zwei auf grobe Vereinfachungen
zurlickzufiihrenden Fehlern erhalten haben, deren Ur-
sache wir jetzt allerdings noch nicht verstehen kon-
nen.

1.2.3 Die molare Warmekapazitat der Gase

Einideales, einatomiges Gas kann keine Schwingungs-
energie und keine Rotationsenergie besitzen. Ersteres
ist ohne weiteres verstdndlich, da ein schwingungs-
fahiges Teilchen mindestens aus zwei Atomen be-
stehen miisste, zwischen denen Kriafte wirksam sind.
Letzteres konnen wir richtig erst mithilfe der Quan-
tenmechanik verstehen, doch ergibt sich auch schon
klassisch, dass die Rotationsenergie null wird, vgl.
Gl (1.2-21), sofern die Masse auf der Rotationsach-
se liegt und damit das Tragheitsmoment null ist. Ein
ideales, einatomiges Gas kann deshalb nur Translati-
onsenergie besitzen. Ny - €qans in Gl (1.2-7) ist dann
identisch mit der molaren Inneren Energie dieses
Gases:

(1.2-18)

Differenzieren wir diesen Ausdruck nach T (vgl.
Gl. (1.1-90)), so erhalten wir die molare Warmekapa-
zitét ¢, des idealen einatomigen Gases:

ou 3

¢, = (ﬁ) = 2R (1.2-19)

Danach sollte die molare Warmekapazitit des idealen
einatomigen Gases unabhingig von der chemischen
Natur dieses Gases und unabhéngig von der Tempe-
ratur sein. Der mithilfe der kinetischen Gastheorie be-
rechnete Wert von 1.5 R stimmt exakt mit dem fiir die
Edelgase und auch fiir einatomigen Quecksilberdampf
fiir niedrige Driicke und hinreichend hohe Tempe-
raturen (ideales Verhalten) experimentell bestimmten
Wert iiberein (vgl. Abb. 1.2-4).

Dieses Ergebnis ermutigt uns, zu prifen, ob die
Ubertragung der Erkenntnisse der klassischen Mecha-
nik auf den molekularen Bereich auch dann noch zu
richtigen Resultaten fithrt, wenn wir die Beschrén-
kung auf einatomige Gase fallenlassen und mehrato-
mige Gase betrachten. Mehratomige Gase sollten au-
ler der Translation auch Rotationen und Schwingun-

1.2 Einfiihrung in die kinetische Gastheorie

gen ausfithren konnen, so dass in der Inneren Ener-
gie ein Rotations- und ein Schwingungsanteil enthal-
ten sein sollte.

Um die Grofle der Rotations- und Schwingungs-
energie der Gasmolekiile angeben zu kénnen, miissen
wir den klassischen Gleichverteilungssatz der Ener-
gie heranziehen, den wir allerdings erst spéter ableiten
konnen (vgl. Abschnitt 4.3.4).

Der Gleichverteilungssatz der Energie besagt, dass
im thermischen Gleichgewicht auf jeden Freiheits-
grad, der quadratisch in die Energie eines Molekiils
eingeht, die gleiche Energie entféllt. Unter einem
solchen quadratischen Freiheitsgrad verstehen wir
den x-, y- oder z-Term der Translationsenergie

1 5, 1

1
Etrans = MV, i Emvi i Emvﬁ (1.2-20)

oder den x-, y- oder z-Term der Rotationsenergie

L xwi+ll c‘>2+llco2

ot = 5 S0 + 51w (1.2-21)

€
mit den Trégheitsmomenten ., I, und /, um die x-,
y- und z-Achse und den Winkelgeschwindigkeiten
@, @, und @,. Im Fall der Schwingungen missen
wir berticksichtigen, dass jeder Schwingung, z. B.
in der x-Richtung, entsprechend der Uberlagerung
von kinetischer und potentieller Energie zwei qua-
dratische Freiheitsgrade zukommen:

15 1.9
Eyib = Eﬂx"x + =Dx

S (1.2-22)

Dabei bedeutet g, die reduzierte Masse, D die Di-
rektionskonstante und x die Auslenkung aus der
Ruhelage.

Kommt nach GI. (1.2-18) der molaren Translations-
energie ein Betrag von 3RT zu, so miusste, da die
kinetische Energie drei Freiheitsgrade besitzt (vgl.
GL (1.2-20)), auf einen Freiheitsgrad die molare Ener-
gie %RT oder (vgl. Gl. (1.2-19)) eine molare Wérmeka-

pazitét von %R entfallen. Nach dem Gleichverteilungs-
satz der Energie miissten diese Betrdge auch fiir die
Freiheitsgrade der Rotation und Schwingung zutref-
fen.

An dieser Stelle miissen wir zundchst noch tiber-
legen, wie wir bei einem mehratomigen Molekiil die
Anzahl der Freiheitsgrade der einzelnen Bewegungs-
arten ermitteln. Da in einem n-atomigen Molekiil je-
des Atom 3 Freiheitsgrade der Bewegung besitzt, ist
die Gesamtzahl der Freiheitsgrade 3n. Betrachten wir
nun die Translation eines Molekiils, so konnen wir sie
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z z

Abb. 1.2-3 Rotationsachsen gestreckter und gewinkelter
mehratomiger Molekiile.

durch die Translation seines Schwerpunktes beschrei-
ben, wofiir wir 3 Freiheitsgrade in Anspruch neh-
men miissen. Somit verbleiben fiir die Rotation und
Schwingung 3#n — 3 Freiheitsgrade.

Die Rotationsbewegung konnen wir durch die Rota-
tion des gesamten Molekiils um seinen Schwerpunkt
beschreiben. Im Falle eines zweiatomigen oder eines
gestreckten mehratomigen Molekiils wihlen wir als
eine der Rotationsachsen die Molekiilachse. Die bei-
den anderen Rotationsachsen stehen dann im Schwer-
punkt senkrecht zur Molekiilachse. Dann ist das Trag-
heitsmoment fiir die Rotation um die Molekiilachse
verschwindend klein, die Rotationsenergie wird nach
GL. (1.2-21) nur durch die Rotation um die senkrecht
zur Molekiilachse stehenden Achsen bestimmt. (In
Abschnitt 3.1.1 werden wir dies genauer erkldren kon-
nen.) Jedes gestreckte Molekiil sollte also nur zwei
Freiheitsgrade der Rotation aufweisen. Anders liegen
die Verhiltnisse bei einem gewinkelten Molekil (vgl.
Abb. 1.2-3, bei dem wir die Rotation nur als Rotati-
on um drei zueinander senkrecht stehende Achsen er-
klaren konnen, so dass wir fir die Rotation drei Frei-
heitsgrade benotigen. Fiir die Schwingungsbewegung
bleiben demnach fiir ein zweiatomiges oder ein ge-
strecktes mehratomiges Molekiil 3# — 5 Freiheitsgra-
de, fiir ein gewinkeltes mehratomiges Molekiil 37 — 6
Freiheitsgrade tibrig. Jedem von diesen sind gemaf3
Gl. (1.2-22) zwei quadratische Freiheitsgrade zuzuord-
nen. Die nach diesen Uberlegungen zu erwartenden
Freiheitsgrade und molaren Warmekapazitdten sind
in Tab. 1.2-1 zusammengestellt.

Tab. 1.2-1 Berechnete molare Warmekapazitaten von Gasen.

/oA, €0,
6 r /’ ------------ o - 50
4 B
di /o R L
£ 4f £
= 0%
)
3t 1 =
20 °
2F He, Ne, Ar 4
1k Kr, Xe, Hg 1 10
0 400 800 1200 1600 2000
TK|

Abb. 1.2-4 Temperaturabhdngigkeit der molaren Warmekapa-
zitaten verschiedener Gase.

Zum Vergleich mit experimentellen Werten dient
Abb. 1.2-4. Bei einatomigen Edelgasen oder auch
beim einatomigen Quecksilberdampf finden wir er-
wartungsgeméfs unabhéngig von der Temperatur
c,-Werte von 1.5 R.

Doch schon bei zweiatomigen Gasen stellen wir fest,
dass der von uns erwartete Wert von ¢, = 3.5 R offen-
bar ein Grenzwert ist, der bei den meisten Gasen erst
bei sehr hohen Temperaturen erreicht wird.

Beim Wasserstoff finden wir bei Temperaturen un-
terhalb von 50K ¢, = 1.5 R, zwischen Raumtempera-
tur und 600K ¢, =~ 2.5 R und erst oberhalb von 1000 K
einen weiteren, deutlichen Anstieg. Bei Stickstoff und
Sauerstoff liegt der c¢,-Wert bis etwa 400K bei 2.5 R
und néhert sich erst bei 2000K 3.5R. Beim Chlor
findet ein Ubergang von 2.5 R auf 3.5 R bereits zwi-
schen 150 und 600K statt. Auffillig ist, dass die Kur-
ven ¢, gegen T gerade bei den Werten 1.5 Rund 2.5R,
die dem Translations- bzw. dem Translations- und Ro-
tationsanteil der molaren Warmekapazititen entspre-
chen, ausgeprigte Plateaus aufweisen. Wir miissen
daraus schliefSen, dass im Gegensatz zur Aussage des
Gleichverteilungssatzes der Energie die Translations-,
Rotations- und Schwingungsbewegung bei niedrigen
und mittleren Temperaturen nicht gleichberechtigt
nebeneinander auftreten. Wir erkennen, dass offen-

Anzahl der Freiheitsgrade der Gesamtzahlder ¢,

Atome Translation Rotation Schwingung quadratischen
Freiheitsgrade

1 3 - 3 1.5R

2 3 2 1 7 35R

3, gestreckt 3 2 4 13 6.5R

3, gewinkelt 3 3 3 12 6.0R

n, gewinkelt 3 3 3-6 6n—6 (Bn—3)R




bar hierbei die chemische Natur der Gase eine Rolle
spielt. Wasserstoft kann bei sehr tiefen Temperaturen
nur Translationsbewegungen ausfithren, die Schwin-
gungsbewegung spielt erst oberhalb von 1000 K eine
wesentliche Rolle. Chlor hingegen zeigt auch bei tiefen
Temperaturen neben der Translationsbewegung eine
Rotationsbewegung, und die Schwingung ist schon bei
600 K ,voll angeregt”.

Wenden wir uns noch kurz der Betrachtung der
molaren Wirmekapazititen mehratomiger Molekiile
zu und wihlen als Beispiel fiir ein gestrecktes drei-
atomiges Molekiil das Kohlendioxid, als Beispiel fiir
ein gewinkeltes dreiatomiges Molekiil das Wasser und
als Beispiel fiir ein flinfatomiges Molekiil das Me-
than. Nach dem Gleichverteilungssatz der Energie
sollten wir fiir diese Molekiile fiir ¢, die Werte 6.5 R,
6.0 R und 12.0 R erwarten. Diese Werte werden selbst
bei hohen Temperaturen noch nicht angenommen,
und wie bei den zweiatomigen Gasen sprechen die
¢,-Werte bei niedrigen Temperaturen fiir ein Fehlen
des Schwingungsanteils.

Wir konnen die in diesem Abschnitt behandelten
Erscheinungen, die Abweichungen vom Gleichvertei-
lungssatz der Energie, vom Standpunkt der klassi-
schen Mechanik her nicht verstehen. Wir erkennen
hier einerseits eine Grenze unseres einfachen Modells,
sehen andererseits aber, dass die Aussagen der klas-
sischen Betrachtungsweise offenbar einen bei hohen
Temperaturen zu erreichenden Grenzfall darstellen.
Wir schlieflen daraus, dass wir unser Modell weiter
verfeinern miissen. Als erstes wollen wir die im Ab-
schnitt 1.2.1 unter Punkt 7 gemachte, vereinfachende
Annahme fallen lassen, dass samtliche Molekiile die
gleiche Geschwindigkeit v besitzen. Wir wollen ver-
suchen, einen tieferen Einblick in das tatsdchliche Ge-
schehen im atomaren oder molekularen Bereich zu ge-
winnen.

1.2.4 Kernpunkte des Abschnitts 1.2

Modell des idealen Gases, Abschnitt 1.2.1

Ableitung des Gasdrucks, Abschnitt 1.2.1,
Abb. 1.2-1

Beziehung zwischen Translationsenergie und

Temperatur, Gl. (1.2-8)

Temperaturabhéngigkeit der Inneren Energie

eines einatomigen Gases, Gl. (1.2-18)

Molare Wirmekapazitit eines einatomigen Gases,

GL (1.2-19)

Gleichverteilungssatz der Energie, Gl. (1.2-20)

und (1.2-21)

Quadratischer Freiheitsgrad, Gl. (1.2-22)

Temperaturabhéingigkeit der molaren

Wiérmekapazitdt von Gasen, Abb. 1.2-4.
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1.2 Einfiihrung in die kinetische Gastheorie

1.2.5 Rechenbeispiele zu Abschnitt 1.2

1 In einem sich im thermischen Gleichgewicht be-
findlichen System ist gleichzeitig Wasserstoff, Stick-
stoff und Sauerstoff enthalten. In welchem Verhilt-
nis zueinander stehen die mittleren Geschwindigkei-
ten der Wasserstoft-, Stickstoff- und Sauerstoffmole-
kiile?

2 Es werden zwei miteinander nicht im Gleichge-
wicht befindliche Systeme verglichen, von denen ei-
nes Helium, das andere Argon enthilt. Ersteres hat ei-
ne Temperatur von 300 K. Wie hoch ist die Tempera-
tur des letzteren, wenn die mittleren Geschwindigkei-
ten der Molekiile in beiden Systemen einander gleich
sind?

3 Man berechne ohne Verwendung von Tabellen-
werten y = Z—" fiir einatomige, zweiatomige, gestreck-

te dreiatomigve und gewinkelte dreiatomige Molekiile
unter der Annahme der Giiltigkeit des Gleichvertei-
lungssatzes der Energie.

4 Ein System A enthalte 2 mol Helium, es habe eine
Temperatur von 600 K. Ein System B, das 1 mol Chlor-
dampf enthilt, befinde sich auf einer Temperatur von
1100 K. Welche Temperatur stellt sich ein, wenn die
beiden Systeme iiber eine diathermische Wand ins
thermische Gleichgewicht gebracht werden? Ein Ener-
gieaustausch mit der Umgebung soll nicht stattfinden,
die Giiltigkeit des Gleichverteilungssatzes der Energie
ist in diesem speziellen Fall gegeben. Man verwende
keine Tabellenwerte.

5 In einem Gefiafl befindet sich ein Gas, von dem
man nicht weif, ob es Helium oder Wasserstoff ist.
Es ist aber bekannt, dass die Temperatur des Gases
bei reversibler, adiabatischer Expansion von 150 cm?
auf 180 cm? von 300K auf 279K fillt. Man l6se die-
se Aufgabe, ohne Tabellenwerke zu benutzen, beden-
ke aber, dass in dem zutreffenden Temperaturbereich
die Schwingung des Wasserstoffs noch nicht angeregt
ist.

6 Ein System bestehe aus 2 mol Argon. Welche Ener-
gie muss man dem System zufiihren, wenn man es auf
400K erwdrmen will und die mittlere Geschwindig-
keit der Atome bei der Ausgangstemperatur 300 m s~!
betragt? (Man nehme an, dass alle Teilchen dieselbe
Geschwindigkeit haben.)

7 Welche Wiarmemenge muss man einem Mol Was-
ser entziehen, um es bei konstantem Volumen um
15 Kabzukiihlen? In dem betrachteten Temperaturbe-
reich liege das Wasser als Dampf vor, auf den sich der
Gleichverteilungssatz der Energie anwenden ldsst.
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8 Forschung im Bereich der Oberflaichenphysik wird
typischerweise in Hochvakuumkammern bei Driicken
bis 10712 Torr betrieben.

a) Wie viele Molekiile befinden sich bei 298 K in 1 cm?
einer solchen Vakuumkammer?

b) Wie grof3 ist das molekulare Volumen unter diesen
Bedingungen?

9 1.3882g einer organischen Substanz nehmen in
der Gasphase bei 220°C und 99575Pa ein Volu-
men von 420 ml ein. Die chemische Elementaranaly-
se ergab die folgenden Massenbriiche: w(C) = 0.706,
w(H) = 0.0588, w(O) = 0.2352. Berechnen Sie (a) die
Molmasse und (b) die Summenformel dieser Sub-
stanz. Der Dampf kann als ideales Gas betrachtet wer-
den, und die benétigten Atommassen sind:

M(C)=12g-mol™!,
M(O)=16g-mol™!.

MMH)=1g- mol™!,

10 Ein Mol Methan befindet sich in einem Behilter
bei einem Druck von 1 bar. Die quadratisch gemittelte
Geschwindigkeit betrigt 1000 m - s~1. Welche Tempe-
ratur besitzt das Gas (a) und wie grof3 ist der Behalter
(b)?

1.2.6 Literatur zu Abschnitt 1.2

Weiterfiihrende Literatur zu Abschnitt 1.2 ist im Ab-
schnitt 2.6.10 aufgefiihrt.

1.3 Einfiihrung in die statistische
Thermodynamik

Die kinetische Gastheorie hat uns unserem Ziel, Abso-
lutberechnungen thermodynamischer Grofien durch-
zufiihren, zumindest fiir den Spezialfall des idealen
Gases ein wenig ndhergebracht. Wir haben erkannt,
dass es grundsitzlich moglich sein sollte, von ei-
nem geeigneten Modell {iber den Aufbau der Materie
ausgehend unter Verwendung der Grundgesetze der
Mechanik und Elektrizitatslehre die makroskopisch
wahrnehmbaren Erscheinungen als Folge des Verhal-
tens der atomistischen Bausteine der Materie quanti-
tativ zu beschreiben. Das Modell, das wir bisher be-
nutzt haben, ist jedoch zu sehr vereinfacht.

Wir wollen jetzt gleich einen wesentlichen Schritt
weitergehen. Wir lassen die Annahme fallen, dass
alle atomaren oder molekularen Bausteine der Ma-
terie des von uns betrachteten Systems die gleiche
(mittlere) Energie besitzen. Mithilfe der Mechanik —
spater werden wir sehen, dass hierfiir die Quanten-
mechanik zustdndig ist — berechnen wir den ener-

getischen Zustand eines jeden atomaren oder mo-
lekularen Bausteins ganz exakt. Das Verhalten eines
makroskopischen Systems muss sich dann als Sum-
me der Eigenschaften aller elementaren Bausteine
ergeben.

Hier tritt allerdings eine neue Schwierigkeit auf. In-
folge der Kleinheit der elementaren Bausteine ist ein
makroskopisches System aus einer sehr grofien Zahl
von Einzelteilchen aufgebaut. So enthilt beispielswei-
se ein Kubikzentimeter Luft unter Normalbedingun-
gen groflenordnungsmiflig 10%° Molekiile. Es ist al-
so unmoglich, die makroskopischen Eigenschaften ei-
nes Systems unmittelbar durch Summation aus den
Eigenschaften aller elementaren Bausteine zu ermit-
teln. Vielmehr miissen wir uns hier der Hilfsmittel der
Wahrscheinlichkeitsrechnung und der Statistik bedie-
nen.

Wenn wir das mittlere Alter der Horer in einer Vor-
lesung ermitteln wollen, kénnen wir jeden einzelnen
nach seinen Lebensjahren fragen, alle Lebensjahre ad-
dieren und durch die Anzahl der Horer teilen. Wir
konnen aber auch fragen, wie viele null Jahre, ein Jahr,
zwei Jahre alt sind und so fortfahren, bis sich kein Al-
terer mehr findet. Multiplizieren wir das Alter in Jah-
ren mit der jeweiligen Anzahl von Horern, die dieses
Alter besitzen, addieren all diese Produkte und divi-
dieren durch die Zahl der Horer, so kommen wir zum
gleichen Ergebnis wie beim ersten Verfahren, bei ei-
ner sehr grofien Anzahl von Horern zweifellos schnel-
ler. Zudem haben wir eine weit detailliertere Infor-
mation erhalten als beim ersten Verfahren, wir ken-
nen jetzt ndmlich auch die Altersstruktur. Tragen wir
die Anzahl der Horer mit einem bestimmten Alter ge-
gen die Lebensjahre auf, so erhalten wir eine Vertei-
lungsfunktion. Eine solche Verteilungsfunktion kann
breit oder auch schmal sein und in beiden Fillen bei
gleicher Horerzahl zum gleichen Durchschnittsalter
fithren.

Wir werden uns in diesem Abschnitt zundchst an-
hand einiger konkreter Beispiele mit Verteilungs-
funktionen beschéftigen und zu dem Ergebnis kom-
men, dass es bei einem aus einer hinreichend gro-
fen Zahl von Teilchen aufgebauten, im thermischen
Gleichgewicht befindlichen System nur eine Vertei-
lungsfunktion gibt, die fiir das System charakteris-
tisch ist (Abschnitt 1.3.1).

Unter Zugrundelegen eines bestimmten Modells
wird es uns gelingen, eine Verteilungsfunktion zu be-
rechnen, die uns angibt, welcher Bruchteil aller Teil-
chen eines Systems eine bestimmte Energie besitzt.
Im konkreten Fall handelt es sich um die Boltzmann-
Statistik und die Boltzmann’sche Verteilungsfunktion
(Abschnitt 1.3.2).




Wir werden den Begrift der Zustandssumme ken-
nenlernen und mit deren Hilfe die Innere Energie des
Systems berechnen (Abschnitte 1.3.3 bis 1.3.4).

SchliefSlich werden wir ein neues Kriterium fiir die
Richtung eines irreversiblen Prozesses finden und ei-
ne Beziehung zur Entropie formulieren. Der Begriff
Entropie wird dadurch an Anschaulichkeit gewinnen
(Abschnitt 1.3.5).

1.3.1 Wahrscheinlichkeitsrechnung und
Verteilungsfunktion

Koénnen wir nicht das Verhalten eines jeden einzel-
nen Teilchens beriicksichtigen, so miissen wir nach
dem wahrscheinlichen Verhalten der Teilchen fragen
und daraus die Eigenschaften des makroskopischen
Systems ermitteln. Wir miissen eine sog. Verteilungs-
funktion aufstellen, die uns angibt, wie sich die Teil-
chen des Gesamtsystems auf die verschiedenen mog-
lichen energetischen Zustédnde verteilen. Eine solche
Verteilungsfunktion ist beispielsweise die Geschwin-
digkeitsverteilungsfunktion, mit deren Hilfe wir er-
mitteln konnen, welcher Anteil der Molekiile des Sys-
tems eine Geschwindigkeit innerhalb des Intervalls
zwischen v und v + dv hat, wobei v eine von uns will-
kiirlich herausgegriffene Geschwindigkeit ist.

Die zu einem bestimmten Zeitpunkt tatsiachlich vor-
liegende Verteilung kann man zwar nicht exakt be-
rechnen, doch kann man ermitteln, wie wahrschein-
lich eine prinzipiell mogliche Verteilung ist, die dem
makroskopisch wahrnehmbaren Geschehen gerecht
wird. Bei einer solchen Berechnung zeigt es sich, dass
im Wesentlichen nur eine bestimmte Verteilung als
wahrscheinlich iibrig bleibt, wihrend die anderen,
merklich davon abweichenden Verteilungen ihr ge-
geniiber als wenig wahrscheinlich vernachldssigt wer-
den konnen. Hat man eine solche Verteilungsfunktion
erst einmal ermittelt, so braucht man nur iiber sie zu
integrieren, um eine bestimmte, physikalisch messba-
re GrofSe zu berechnen.

Die Tatsache, dass von allen denkbaren Verteilun-
gen nur eine besonders wahrscheinlich ist, ergibt sich
aus dem Gesetz der grofien Zahlen. Dies wollen wir an
einem einfachen, anschaulichen Beispiel erkennen.

Wir nehmen einen sehr exakt gearbeiteten Wiirfel
und fithren mit ihm eine grofle Anzahl von Wiirfen
aus. Da keine der sechs Fliachen bevorzugt ist, werden
wir alle Augenzahlen von 1 bis 6 mit gleicher Wahr-
scheinlichkeit, d.h. nach sehr vielen Wiirfen gleich
haufig gewtirfelt haben.

Anders liegen die Verhiltnisse, wenn wir das Spiel
mit zwei Wiirfeln ausfithren, die sich lediglich in ihrer
Farbe unterscheiden mogen. Wir werden jetzt die Au-
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Wert der geworfenen Wiirfel

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

12 3 4 5 6 5 4 3 2 1
Zahl der Realisierungsméglichkeiten

Abb. 1.3-1 Realisierungsmdglichkeiten furr die Augenzahlen 2
bis 12 beim Spiel mit zwei Wirfeln.

genzahlen 2 bis 12 erhalten, jedoch mit unterschied-
licher Héufigkeit. Abbildung 1.3-1 gibt uns die Erkla-
rung dafiir: Es gibt jeweils nur eine Moglichkeit, die 2
oder die 12 zu wiirfeln, aber sechs Moglichkeiten, die
7 zu wiirfeln.

Bezeichnen wir den Quotienten aus der Zahl der
glinstigen Fille zur Gesamtzahl der Moglichkeiten als
Wahrscheinlichkeit, so ergibt sich beim Spiel mit ei-
nem Wiirfel fiir alle Augenzahlen die Wahrscheinlich-
keit 1/6. Beim Spiel mit zwei Wiirfeln ist die Wahr-
scheinlichkeit fiir die Augenzahl 2 1/36. Sie steigt dann
mit zunehmender Augenzahl bis zur Augenzahl 7 li-
near auf 1/6 an und fillt bis zur Augenzahl 12 wieder
linear auf 1/36 ab.

Beim gleichzeitigen Spiel mit drei Wiirfeln ist die
Wahrscheinlichkeit, die niedrigste (3) oder hochste
Augenzahl (18) zu wiirfeln, nur 1/216, wihrend die
Wahrscheinlichkeit fiir die mittleren Augenzahlen 10
und 11 den Wert 1/8 hat. Der Anstieg der Wahrschein-
lichkeit zum Maximalwert ist stdrker als linear.

In Abb. 1.3-2 sind die Ergebnisse beim Spiel mit
verschieden vielen Wiirfeln dargestellt. Um einfacher
vergleichen zu konnen, ist der Quotient zwischen
der Wahrscheinlichkeit und der maximalen Wahr-
scheinlichkeit in Abhéngigkeit vom Quotienten zwi-

M~

TRy

A_"t\rrlin

Amax h Amln

Abb. 1.3-2 Vergleich der relativen Wahrscheinlichkeiten fiir
das Wiirfeln bestimmter Augenzahlen beim Spiel mit verschie-
den vielen Wirfeln. Die eingezeichneten Kurven sind lediglich
Verbindungslinien zwischen den einzelnen diskreten Punkten
(6im Fall 1,11 im Fall 2, 16 im Fall 3, usw.) Beim Spiel mit einer
endlichen Zahl von Wiirfeln ergibt sich kein stetiger Graph.
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schen Augenzahl und maximaler Augenzahl darge-
stellt. Man erkennt deutlich, dass mit zunehmender
Zahl von Wiirfeln die Wahrscheinlichkeit, eine be-
stimmte (mittlere) Augenzahl zu wiirfeln, im Vergleich
zur Wahrscheinlichkeit, andere Augenzahlen zu wiir-
feln, stark zunimmt. Wir konnen nun verstehen, wes-
halb beim Spiel mit sehr vielen Wiirfeln praktisch nur
mittlere Augenzahlen gewiirfelt werden.

Wir wollen versuchen, die mit dem Wiirfelspiel ge-
wonnenen Erkenntnisse auf unser physikalisches Pro-
blem, die Energieverteilung der Molekiile eines Sys-
tems, zu tbertragen. Bei dieser Gelegenheit miissen
wir zwei neue Begriffe einfithren. Unter einem Mikro-
zustand wollen wir eine mogliche Zuordnung von be-
stimmten Teilchen zu bestimmten Energiezustinden
verstehen. Im allgemeinen wird durch mehrere Mi-
krozustdande ein bestimmter Makrozustand realisiert
werden konnen, bei dem wir nur voraussetzen, dass
eine bestimmte Anzahl von Teilchen in bestimmten
Energiezustédnden vorliegt, ohne die Teilchen selbst zu
benennen.

Der qualitative Vergleich von Wiirfelspiel und phy-
sikalischen Problemen ergibt sich dann wie folgt: Es
liegt eine sehr grofle Anzahl von Teilchen (Wiirfeln)
vor. Es wird die Frage gestellt, durch wie viele Mikro-
zusténde (unterschiedliche Zuordnungen von Augen-
zahlen 1 bis 6 zu Wiirfeln) ein bestimmter Makrozu-
stand (Gesamtaugenzahl) realisiert werden kann.

Ein Beispiel mit kleinen Zahlen soll uns dies wieder
veranschaulichen. Wir haben drei voneinander un-
terscheidbare Molekiile A, B und C. Diese Molekii-
le moégen nur in vier verschiedenen Energiezustén-
den vorliegen konnen, die wir mit g, &;, €,, und &;
bezeichnen. Dabei bedeute ¢, energielos, ¢, =2 - ¢;
und &3 = 3 - ;. (Solche dquidistanten Energiezustinde
werden wir spéter beim harmonischen Oszillator (Ab-
schnitt 3.1.2) finden.) Die Gesamtenergie des Systems
sei3 - g;. Dann gibt es drei verschiedene Makrozustan-
de I bis III, die diese Bedingungen erfiillen und die sich
dadurch unterscheiden, dass unterschiedliche Zahlen
N; von Molekiilen die Energie ¢; besitzen. Denn wenn
drei Molekiile die Gesamtenergie 3¢; besitzen sollen,
sind nur folgende drei Verteilungen (Makrozustinde)
moglich:

I Ny=2, N;=0, Ny,=0, N;=1;
ZNi=3?ZNi5i=351

I Ny=1, N;=1, Ny,=1, N3=0;
ZNi=3?ZNi5i=351

I Ny=0, N;=3, Ny,=0, N;=0;

Y N;=3; ) Nig; =3¢

Tab. 1.3-1 Realisierung von Makrozustanden durch Mikrozu-
stande.

Energie- Makrozustand

zustand

£ A B C

& C B
£ B C
£ BC AC AB A A

Zahl der 3 6 1
Mikrozu-
stande

Diese drei Makrozustdnde sind durch die in Tab. 1.3-1
aufgefiihrten Mikrozustidnde realisierbar. Dabei miis-
sen wir beriicksichtigen, dass die Vertauschung zweier
Molekiile, die sich im gleichen Energiezustand befin-
den, keinen neuen Mikrozustand schafft. Wir erken-
nen aus Tab. 1.3-1, dass die Makrozustiande I, IT und
III durch 3, 6 bzw. 1 Mikrozustand aufgebaut werden
konnen. Unter der Voraussetzung, dass jeder Mikro-
zustand die gleiche Chance hat, realisiert zu werden,
ist der Makrozustand II also der wahrscheinlichste.
Wir sagen, er hat das grofite statistische Gewicht Q.
Die statistischen Gewichte sind fiir die drei Makrozu-
stande 3 (I), 6 (II) bzw. 1 (III).

Bei dem angefiihrten Beispiel lésst sich das statisti-
sche Gewicht eines jeden Makrozustandes noch leicht
abzdhlen. Bei einer grofien Anzahl von Teilchen und
Energiezustidnden ist das natiirlich nicht mehr mog-
lich. Fiir diesen Fall miissen wir nach einer Formel zur
Berechnung des statistischen Gewichts suchen. Fiir
den Fall, dass alle N; = 1 sind, d. h. dass die Zahl der
Energiezustinde mit der Zahl N der Teilchen tiber-
einstimmen wiirde und jeweils nur ein Teilchen einen
bestimmten Energiezustand annehmen konnte, wére
die Zahl der Mikrozustinde und damit das Gewicht
des Makrozustandes gleich der Zahl der Permutatio-
nen von N Teilchen, also

0 =N! (1.3-1)
Im Allgemeinen wird aber die Zahl r der besetzten
Energiezustdnde kleiner als die Zahl N der Teilchen
sein. Da die Teilchen, die sich in ein und demsel-
ben Energiezustand befinden, untereinander ausge-
tauscht werden konnen, ohne dass ein neuer Mikro-
zustand entsteht, gelten alle in Gl. (1.3-1) beriicksich-
tigten Mikrozusténde, die sich lediglich durch die An-
ordnung bestimmter Teilchen in ein und demselben
Energiezustand unterscheiden, nur noch als ein Mi-
krozustand. Wir miissen also bei Gl. (1.3-1) Verklei-
nerungsfaktoren anbringen, die die Vertauschungs-



moglichkeiten der Teilchen im gleichen Energiezu-
stand beriicksichtigen, also Faktoren N!, N;! usw. im
Nenner:

N!

Q=—1" (1.3-2)
Ny!N;IN,! ...

Wenden wir Gl. (1.3-2) auf unser oben beschriebenes
Problem an, so berechnen wir als Gewichte fiir die Ma-
krozustinde I, Tund II1 Q; =3, Q=6 und Q; =1,
also gerade die in Tab. 1.3-1 aufgefiithrten Werte.

1.3.2 Die Boltzmann-Statistik

Wir wollen nun versuchen, eine Verteilungsfunktion
zu berechnen.

Die Boltzmann-Statistik fufit auf folgendem Mo-
dell:

1. Unser System bestehe aus N Teilchen.

2. Die Teilchen seien voneinander unterscheidbar,
wir konnen sie uns beispielsweise nummeriert
vorstellen.

3. Die Teilchen seien unabhingig voneinander,
d. h. sie sollen sich nicht gegenseitig beeinflus-
sen konnen.

4. Jedes dieser Teilchen moge in einem der Ener-
giezustidnde &y, &1, &y, ..., &} ..., €,_1 vorliegen
konnen. Die Anzahl der Teilchen im Energiezu-
stand ¢, bezeichnen wir mit N, allgemein die
im Energiezustand ¢; mit N;.

5. Insgesamt mogen r verschiedene Energiezu-
stande existieren.

Bei der Berechnung der Verteilungsfunktion miis-
sen wir noch zwei Randbedingungen berticksichti-
gen, namlich

1. dass die Gesamtzahl N der Teilchen vorgegeben
ist:

r—1

ZNL. =N0+N1+ +NV—1 =N (13—3)
0

2. dass die Gesamtenergie des Systems festliegt:

r-1
Y Nig;=Nogo+Ny&y + ...+ &, N, | =E
0

(1.3-4)

Wir suchen nun die wahrscheinlichste Verteilungs-
funktion. Das muss nach den Ausfithrungen in Ab-
schnitt 1.3.1 die mit dem grofiten statistischen Ge-
wicht sein, d. h. diejenige, fiir die
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N!

0Q=—_2" (1.3-5)
No!N,!'...N, !

ein Maximum aufweist.

Da es mathematisch sehr unpraktisch ist, direkt mit
GL. (1.3-5) zu arbeiten, und da unter den Bedingungen,
unter denen 2 ein Maximum annimmt, auch In Q ein
Maximum annehmen muss, werden wir zweckméf3i-
gerweise

r—1

InQ =InN! - Zlnz\m (1.3-6)
0

betrachten. Mithilfe der Stirling'schen Formel (s. Ma-
thematischer Anhang A) konnen wir dafiir auch
schreiben

r—1 r—1
InQ=N-InN-N-Y N,InN;+ » N; (13-7)
0 0

was unter Beriicksichtigung von GL. (1.3-3) gleichbe-
deutend ist mit

r—1

InQ=N-InN - ZNilnNi (1.3-8)
0

Nach GI. (1.3-8) lasst sich fir jede denkbare Vertei-
lung der N Teilchen auf die r Energiezustinde, d. h.
fiir jeden denkbaren Makrozustand, das statistische
Gewicht ausrechnen. Von Interesse ist fiir uns jedoch
nur der Makrozustand mit dem grofiten statistischen
Gewicht bzw. dem grofiten Logarithmus des statis-
tischen Gewichts. Um dies zu finden, differenzieren
wir GL. (1.3-8) nach N; und setzen die erste Ableitung
gleich null. Dabei miissen wir aber die Randbedingun-
gen GL (1.3-3) und GL. (1.3-4) beachten. Wir miissen
also folgende drei Gleichungen erfiillen:

1. -6lnQ =05 NN,
= ) ON; + ) InN;6N; =0 (1.3-9)

(Das Maximum liegt vor, wenn durch kleine Varia-

tionen § der Zuordnungszahlen N, Ny, ..., N,_; der
Wert von Q bzw. In Q nicht geédndert wird.)
2. ON=) 6N;=0 (1.3-10)
3. 0E= Z 0N, =0 (1.3-11)

da sich die Gesamtzahl der Teilchen und die Gesamt-
energie des Systems nicht dndern diirfen.

Zur Maximalwertbestimmung wenden wir die
Lagrange’sche Multiplikatorenmethode (s. Mathe-
matischer Anhang G) an, d.h. wir multiplizieren
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Gl. (1.3-10) und (1.3-11) mit den konstanten Fakto-
ren A und g, deren Grofle zundchst noch nicht fest-
gelegt ist, und addieren dann die Gl. (1.3-9), (1.3-10)
und (1.3-11), so dass wir erhalten

> ON;+ D InN;ON;+1 D ON;+u ) £0N; =0
(1.3-12)

oder

Y ON; A +InN; + A+ pg;) =0 (1.3-13)

Die Variationen JN; sind wegen der Randbedingun-
gen Gl. (1.3-10) und (1.3-11) sdmtlich bis auf zwei frei
wéhlbar. Wir kénnen uns nun A und # so gewéhlt vor-
stellen, dass fiir diese beiden dN; jeweils der Klam-
merausdruck in GI. (1.3-13) verschwindet. Alle tibri-
gen ON; sind willkiirlich wihlbar, fiir sie miissen die
Klammerausdriicke null sein, damit die Summe, die
Gl. (1.3-13) darstellt, insgesamt null ist. Es muss des-
halb gelten

1+InN; +A+pe; =0 (1.3-14)
oder nach Umformen

N, = e~U+Denei (1.3-15)
Fithren wir nun zur Abkiirzung

a=e D (1.3-16)
ein, so ergibt sich

N,=a-e " (1.3-17)
Nach GI. (1.3-3) ist

ZNL. =a- ze—ﬂsi =N (1.3-18)
Daraus folgt

N (13-19)

&= Z e HE;
so dass wir « aus Gl. (1.3-17) eliminieren kénnen:

N, = N - e_/’lei

Wesentlich schwieriger gestaltet sich die Angabe von
U, das offensichtlich den Kehrwert einer Energie dar-
stellen muss; denn die Dimensionen der Faktoren im
Exponenten der e-Funktion miissen sich gegenseitig
kompensieren. Beachten wir aber Gl. (1.3-4), so er-
kennen wir, dass die mittlere Energie ¢ eines Teilchens
durch
E gie_ﬂgi

= (1.3-21)

s E
N~ Yera

gegeben ist.

Bestiinde unser System aus Oszillatoren, so wire ¢
die mittlere Oszillationsenergie eines Teilchens, und
es ergédbe sich sowohl theoretisch als auch experimen-
tell fiir den klassischen Grenzfall (vgl. Abschnitte 1.2.3
und 4.2.3)

RT _

F=—— =kT (1.3-22)
NA

Andererseits lasst sich mithilfe der Kenntnisse, die wir
im Abschnitt 4.1.3 erhalten werden, ausgehend von
GL (1.3-21) und unter Beriicksichtigung der von der
Quantenmechanik geforderten Eigenwerte der Ener-
gie eines harmonischen Oszillators (Abschnitt 3.2.2)
die mittlere Energie eines solchen Oszillators fiir den
klassischen Grenzfall zu

-1
€=~

H

(1.3-23)

berechnen. Gleichung (1.3-22) und Gl. (1.3-23) liefern
dann

_ L
#= T

so dass aus GlI. (1.3-20)

(1.3-24)

die gesuchte Verteilungsfunktion, der sog. Boltz-
mann’sche e-Satz
e—¢i/kT

NL' = N—Z e_si/kT

(1.3-25)
folgt.

Demnach ist diejenige Verteilung die wahrschein-
lichste, fiir die die Werte von N; durch GL. (1.3-25) ge-
geben sind. Kennen wir die Energiewerte ¢;, die un-
sere Teilchen annehmen konnen, so konnen wir nach
GL (1.3-25) den Bruchteil N;/N der Teilchen unse-
res Systems angeben, die diesen Energiewert besitzen.
Damit hétten wir die gestellte Aufgabe gelost.

1.3.3 Innere Energie und Zustandssumme

E in GI. (1.3-21) ist identisch mit der Inneren Ener-
gie U eines aus N Teilchen bestehenden Systems. Wir
konnen deshalb diese Gleichung zur Berechnung der
Inneren Energie verwenden, wenn wir Gl. (1.3-24) be-
riicksichtigen

Z Sie_gi/kT

U=N (1.3-26)
Z e—&/kT

Den Nenner dieser Gleichung bezeichnet man als



Zustandssumme
7= Z e—&i/kT

Leicht erkennen wir, dass der Zihler eng mit die-
ser Zustandssumme zusammenhéngt. Er ist ndmlich

kT2 - 42 5o dass

(1.3-27)

dar
U=N-kT?- % : j—; (1.3-28)
oder
U=N- szdlﬂ (1.3-29)

dT

Bei Kenntnis der Zustandssumme z lasst sich also oh-
ne weiteres die Innere Energie — und, wie wir spéter in
Kapitel 4 sehen werden, jede andere thermodynami-
sche Funktion — berechnen. Um z anzugeben, miissen
wir aber jeden einzelnen Energiewert kennen, den un-
sere Teilchen annehmen konnen. Die dazu notwendi-
gen Daten liefert uns die Quantenmechanik.

Wir begniigen uns hier mit der Feststellung, dass wir
einen Weg gefunden haben, thermodynamische Gro-
en absolut zu berechnen, und wenden uns zunéchst
anderen Problemen zu, die wir bereits jetzt 16sen kon-
nen.

1.3.4 Spezielle Aussagen des Boltzmann’schen
e-Satzes

Zwei Fragen werden sich uns oft stellen. Die eine lau-
tet: Wie verhdlt sich die Zahl N, der Teilchen eines
Systems, die sich in einem Energiezustand ¢; befinden,
zu der Zahl N, der Teilchen, die einen anderen Ener-
giezustand &, angenommen haben? Wir erhalten das
Verhiltnis dieser Zahlen, indem wir GI. (1.3-25) ein-
mal auf &; und ein andermal auf ¢, anwenden und den
Quotienten aus dem Ergebnis bilden.

N
e _ (e /AT (1.3-30)

&

Die zweite wichtige Frage lautet: Wie grof3 ist die Zahl
der Molekiile eines Systems, die Energien gleich oder
grofSer einer bestimmten Energie # - ¢, angenommen
haben? Wir wollen dabei voraussetzen, dass die Ener-
gie nicht kontinuierlich, sondern diskontinuierlich in
ganzzahligen Vielfachen einer Mindestenergie ¢; auf-
tritt. Die Berechtigung fiir diese Voraussetzung wer-
den wir spater beweisen (Kapitel 3).

Die Zahl der Molekiile mit Energien gleich oder gro-
er ney ist nach Gl. (1.3-25), wenn wir fiir den Nenner

1.3 Einfiihrung in die statistische Thermodynamik
wieder die Abkiirzung z einfiihren,

N - e nel/kT N . e=(n+D)ey /kT
= +

NeZnsl - z z
N - e—nsl/kT B 3

Nespe, = ~————(L+e /KT e 20/kT 1)
N - e—nsl/kT

NeZnsl = —Z 4

Damit ergibt sich der Bruchteil der Teilchen, die ei-
ne Energie ¢ > ne; besitzen, zu

N,

e2ney

N

= (1.3-31)

Dieser Ausdruck lasst sich verallgemeinern, indem
& > ¢; gilt. Wir werden ihn spéter als Boltzmann-
Faktor bezeichnen.

1.3.5 Die Entropie in der statistischen
Betrachtungsweise

In Abschnitt 1.1.19 ist die Entropie als eine Zu-
standsfunktion eingefithrt worden, die etwas aussagt
iiber die Richtung eines irreversiblen Prozesses und
die gleichzeitig als Kriterium fiir das Vorliegen eines
Gleichgewichts in einem abgeschlossenen System die-
nen kann.

Eine Aussage iiber die Richtung eines irreversiblen
Prozesses und das Vorliegen eines Gleichgewichtszu-
standes ergibt sich aber auch aus den Uberlegungen
in Abschnitt 1.3.1: Eine beliebig getroffene Zuordnung
von Molekiilen zu moglichen Energiezustdnden wird
im Allgemeinen einem Makrozustand entsprechen,
der sich nicht durch ein Maximum von Mikrozustén-
den, d. h. nicht durch ein Maximum des statistischen
Gewichts auszeichnet. Dieser Makrozustand wird al-
so nicht der wahrscheinlichste sein, das System wird
sich nicht im Gleichgewicht befinden. Es wird deshalb
spontan in den Zustand iibergehen, dem der wahr-
scheinlichste Makrozustand, also das Gleichgewicht,
zuzuschreiben ist. Geht dagegen ein im Gleichgewicht
befindliches, abgeschlossenes System von einem Ma-
krozustand in einen anderen iiber, so dndert sich die
statistische Wahrscheinlichkeit nicht.

Der Wahrscheinlichkeit kommt in der statistischen
Thermodynamik also dieselbe Rolle zu wie der Entro-
pie in der chemischen Thermodynamik. Es muss des-
halb eine Beziehung zwischen der Entropie und der
Wahrscheinlichkeit bzw. dem statistischen Gewicht 2
als Maf3 fiir die Wahrscheinlichkeit geben:

S= f(Q) (1.3-32)
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Zur Ableitung dieses Zusammenhanges stellen wir fol-
gende Uberlegung an. Zwei voneinander unabhingige
Systeme (1 und 2) gleichartiger Teilchen, zwischen de-
nen keinerlei Wechselwirkungen bestehen (z. B. idea-
les Gas), werden isotherm zu einem Gesamtsystem
(1,2) vereinigt. Dabei addieren sich die Entropien der
Einzelsysteme (S; , = S; + S,), wihrend sich die sta-
tistischen Gewichte multiplizieren, da sich jeder der
0, Mikrozustande des Systems 1 mit jedem der Q,
Mikrozustinde des Systems 2 zu einem Mikrozustand
des Gesamtsystems zusammensetzt (Q2; , = Q; - OQ,).
Unter Berticksichtigung von Gl. (1.3-32) ist also

S12=f(Q215) = f(Q;-Qy) = f(21)+ f(Qy)
(1.3-33)

Diese Gleichung lasst sich nur erfiillen, wenn f der
Logarithmus ist:

S=k"-InQ (1.3-34)

Die Konstante k* entpuppt sich bei einer genaue-
ren Betrachtung (vgl. Abschnitt 4.2.1) als die Boltz-
mann’sche Konstante k = R/N,, wie wir sie bereits in
Abschnitt 1.2.2 eingefiihrt haben.

Wenn wir auch noch nicht in der Lage sind, mithilfe
der statistischen Thermodynamik die Entropie aus der
Zustandssumme z zu berechnen, da wir die einzelnen
Energiewerte ¢; noch nicht angeben konnen (vgl. Ab-
schnitt 1.3.3), so ermoglicht es uns Gl. (1.3-34) doch,
eine Aussage {iber die Volumen- und Temperaturab-
héngigkeit der Entropie zu machen. Wir wollen uns
dabei wieder auf den Fall des idealen Gases beschrén-
ken, d.h. wir wollen jegliche Wechselwirkungskrifte
zwischen den einzelnen Gasmolekiilen ausschlieflen.

Betrachten wir zunédchst die Volumenabhangigkeit
der Entropie und halten die Temperatur dabei kon-
stant. Wir gehen aus von einem Volumen V, das N
Molekiile eines idealen Gases enthalte. Dieses Ge-
samtvolumen denken wir uns aufgeteilt in sehr viele
kleine Volumenelemente V,, von denen jedes so grof3
ist, dass es mehrere Molekiile aufnehmen kann. Be-
findet sich das System im thermischen Gleichgewicht,
miissen in jedem Volumenelement V, dann % A
Molekiile enthalten sein. Fragen wir nach dem statis-
tischen Gewicht dieser Gleichgewichtsverteilung, so
ist es offenbar identisch mit der Zahl der Moglich-

keiten, die N Molekiile auf die % Volumenelemen-

te zu verteilen, wobei eine Vertalelschung der in ei-
nem bestimmten Volumenelement enthaltenen Mo-
lekiile keinen neuen Mikrozustand erzeugt. Nach un-
seren Uberlegungen in Abschnitt 1.3.1 ist das statisti-
sche Gewicht fiir eine solche Verteilung

N!

B {(N- Ve/\./)!}V/Ve (1.3-35)

Qr

da in jedem der V' /V, Volumenelemente die gleiche
Anzahl von Permutationen (N - V,/V)! moglich ist,
dieser Faktor also (V/V,) mal im Nenner erscheint.
Bilden wir den Logarithmus, so erhalten wir unter
gleichzeitiger Anwendung der Stirling’schen Formel

ln_OT=N'lr1N—N—K
Ve
N-V. N-V. N-V
. Cln < - © ) (1.3-36)
% % %
und weiter vereinfacht
InQr=N-InV-N-InV, (1.3-37)

Wir erkennen, dass das statistische Gewicht, d. h. die
Zahl der Realisierungsmoglichkeiten, mit dem Volu-
men V wichst, denn V, ist eine beliebige Konstan-
te. Unter Beriicksichtigung von Gl. (1.3-34) ergibt sich
dann fiir den volumenabhéngigen Term der Entropie

Sp=k-N-InV—-k-N-InV,

Sy=n-R-InV—-n-R-InV, (1.3-38)

und fiir die Volumenabhéngigkeit der Entropie

dS;=n-R-dln V (1.3-39)

Fragen wir nach dem temperaturabhédngigen Term der
Entropie (V = const.), so gehen wir zweckméfligerwei-
se von GI. (1.3-34) und GL. (1.3-8) aus, die zusammen-
gefasst

Sy=k-N-InN - ) kN;InN, (1.3-40)

ergeben. Da wir ja Gleichgewichtszustinde betrach-
ten, konnen wir N; durch den Boltzmann’schen e-Satz
(GL. 1.3-25) ausdriicken, durch den wir unmittelbar die
Temperaturabhéngigkeit erhalten:

—&;/ kT —&;/ kT

Sy=kN-InN-k-N-Y < In <N- £ >
Zy Zy
(1.3-41)
Sy=k-N-InN—-k-N-InN+k-N-Inz,
& e_si/kT
+k-N _t .
Z kT zZy

N Z g - e—¢&i/kT

Sv=k‘N'an‘/+? (13—42)

2%

Der zweite Term auf der rechten Seite der Gleichung
ist uns bereits bekannt. Nach Gl. (1.3-26) ist er iden-
tisch mit 4/ T. Wir konnen deshalb schreiben

Sy=k-N-Inzy + % (1.3-43)



Wir haben damit einen wichtigen Zusammenhang
zwischen der Entropie und der Inneren Energie ge-
funden. Differenzieren wir diesen Ausdruck nach der
Temperatur, so finden wir

k-N

dSy dlnzy, 1 /ou u

V= : = (£) -= (1344
a7 7 (57), - 034
Ein Blick auf GI. (1.3-29) zeigt uns, dass der erste Term
auf der rechten Seite gleich U/ T? ist. Er hebt sich also

gegen den letzten Term auf, so dass wir erhalten

ar =1 (5%, (1345
oder

dSy = Cy -dIn (%) (1.3-46)
bzw.

Sy=Cyln (%) + const. (1.3-47)

Wir erkennen daraus, dass mit zunehmender Tempe-
ratur die Entropie steigt.

Wollen wir gleichzeitig die Volumen- und die Tem-
peraturabhingigkeit der Entropie betrachten, so miis-
sen wir bedenken, dass jeder fiir konstante Tempe-
ratur giiltige Mikrozustand mit jedem fiir konstan-
tes Volumen giiltigen kombinieren kann, dass also
gilt

Q=0;-0Q, (1.3-48)

InQ=In0;+1InQ, (1.3-49)
und deshalb mit Gl. (1.3-39) und GI. (1.3-47)

S=nRInV + ncy In T + const. (1.3-50)
oder in differenzierter Form

dS=#nRdInV +ncydInT (1.3-51)

Diese Gleichung ist identisch mit Gl (1.1-237), die
wir im Abschnitt 1.1.20 aufgrund rein thermodynami-
scher Uberlegungen abgeleitet hatten. Zu GI. (1.3-51)
sind wir gekommen, indem wir den Zustand suchten,
der durch die grofite Anzahl von Realisierungsmog-
lichkeiten ausgezeichnet ist. Damit ist die Entropie
zu einem Maf fiir die Wahrscheinlichkeit geworden.
Da mit zunehmender Ordnung die Zahl der Reali-
sierungsmoglichkeiten eines Zustandes abnimmt, mit
abnehmender Ordnung aber zunimmt, ist die Entro-
pie gleichzeitig ein Maf} fiir die Unordnung. So kom-
men wir zu einer anschaulicheren Deutung der Entro-
pie, als es auf rein thermodynamischem Wege moglich
war.

1.3 Einfiihrung in die statistische Thermodynamik

Wir kdnnen jetzt den Zweiten Hauptsatz der Ther-
modynamik (Abschnitt 1.1.19) auch so ausdriicken:
In einem abgeschlossenen System fiihrt jeder ir-
reversible Prozess zu einer Zunahme der Unord-
nung.

1.3.6 Kernpunkte des Abschnitts 1.3

Mikrozustand, Makrozustand, Abschnitt 1.3.1
Statistisches Gewicht Q, Abschnitt 1.3.1,

Gl (1.3-1)
Boltzmann-Statistik, Abschnitt 1.3.2
Boltzmann’scher e-Satz, Gl. (1.3-25)
Innere Energie als Funktion der Zustandssumme,
Gl. (1.3-29)
Boltzmann-Faktor, Gl. (1.3-31)
Entropie in der statistischen Betrachtungsweise,
Gl. (1.3-34)

NE

NE

1.3.7 Rechenbeispiele zu Abschnitt 1.3

1 Auf wie viele verschiedene Moglichkeiten kann
man zwei durch ihr Aussehen unterscheidbare Bél-
le auf drei Behilter verteilen? Man l6se die Aufgabe
durch Niederschreiben aller Moglichkeiten und durch
einen mathematischen Ansatz.

2 Ein System bestehe aus 20 Molekiilen, die in 21
verschiedenen Energiezustidnden (g bis €,) vorliegen
konnen. Die Energie eines Zustandes sei ¢; =i - €, die
Gesamtenergie betrage 20¢;. Wie grof$ ist das statisti-
sche Gewicht des Makrozustandes (a), in dem sich alle
Teilchen im Zustand €; befinden? Der Zustand (b) ge-
he aus (a) daraus hervor, dass ein Teilchen von &; nach
gy geht. Welche weiteren Folgen hat das, wie grof3 ist
das statistische Gewicht dieses Zustandes? Wie grofd
ist das statistische Gewicht des Makrozustandes (c),
bei dem 7 Teilchen nach ¢, je eines nach €5 und g4,
und zwei nach &, gegangen sind?

3 Ein System bestehe aus 2 Teilchen A und B, die in
vier verschiedenen Energiezustinden 5 = 0, ¢;, &5 =
2¢; und g5 = 3¢, vorliegen konnen. Die Gesamtenergie
betrage 3¢,. Wie viele Makrozusténde gibt es fiir die-
ses System, durch welche Mikrozustinde werden sie
realisiert, welches statistische Gewicht haben sie?

4 Durch z = e=®™") ist eine rdumliche Fliche von
der Form eines Berges gegeben. x + y = 1 stellt ei-
ne Gerade dar (Projektion eines Weges am Berghang).
Wo hat dieser Weg seinen hochsten Punkt? Man l6se
die Aufgabe durch Substitution und mithilfe der La-
grange’schen Methode der unbestimmten Multiplika-
toren (vgl. Mathematischer Anhang G).
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5 Wir werden in Abschnitt 3.1.2 zeigen, dass die
Energiezustinde eines harmonischen Oszillators
durch ¢; = hvy(i + %) wiedergegeben werden kénnen.
Man berechne das Verhéltnis der Zahl der Oszilla-
toren im Zustand mit i = 1 bzw. i = 2 (erster bzw.
zweiter angeregter Zustand) im Verhéltnis zur Zahl
der Oszillatoren im Grundzustand (i = 0), wenn man
als Schwingungsfrequenz v, = 1.00 - 1013 571 setzt, fiir
T =273Kund far T =773 K.

6 Wir werden spiter oft vor die Frage gestellt wer-
den, welcher Bruchteil der Molekiile in einem System
eine Energie besitzt, die gleich einer bestimmten Min-
destenergie oder grofer ist. Wie grof3 ist dieser Bruch-
teil unter den in Aufgabe 5 fir i =1 und i = 2 ge-
nannten Bedingungen (T = 273K bzw. T = 773K)?
Man beachte, dass lhvo die niedrigstmégliche Ener-
gie ist und dass die Energieskala auf diese Energie be-
zogen werden muss. Das Ergebnis versuche man auch
zu erhalten durch Berechnungen, wie sie in Aufgabe 5
durchgefiihrt wurden.

7 Welche Energie hat der Zustand 2, dessen Beset-
zung bei 300 K nur ein Viertel der Besetzung des Zu-
standes 1 (g; = 1.000 - 10721 ) ausmacht, wenn das
System der Boltzmann-Verteilung gehorcht?

8 Ein System, das der Boltzmann-Statistik gehorcht,
bestehe aus Teilchen, die in Energiezustinden vorlie-
gen konnen, welche ein ganzzahliges Vielfaches einer
Energie ¢ sind. Wie grof3 ist &, wenn sich bei der Tem-
peratur 7 = 500K die Zahlen N der Teilchen, die in
aufeinander folgenden Zusténden vorliegen, wie N,
N, =1000 : 1 verhalten?

€n+1
9 Ein ideales einatomiges Gas wird von 273K auf
373 K erwédrmt. Um welchen Faktor muss man gleich-
zeitig das Volumen verringern, damit keine Anderung
der Entropie des Gases eintritt?

10 Wie viele Moglichkeiten gibt es, die 11 Spieler ei-
ner Fufiballmannschaft auf 11 Spielpositionen zu ver-
teilen?

11 Welche Chance hat man im Zahlenlotto 6 aus 49
6, 5, 4 oder 3 Richtige zu haben?

12 Boltzmann-Faktoren spielen in der statistischen
Thermodynamik eine zentrale Rolle.

a) Skizzieren Sie die Funktion y(T') = exp(—¢/kT) als
Funktion von T.

b) Begriinden Sie mathematisch das asymptotische
Verhalten fir T — oo.

¢) Entwickeln Sie fir hohe Temperaturen y(7) =
exp(—¢&/kT) in eine Taylorreihe.

13

a) Geben Sie die quantenmechanischen Energieei-
genwerte eines Teilchens in einem Kasten mit den
Seitenldngen a, b und ¢ an! Stellen Sie hierzu die
Schrodinger-Gleichung des Problems auf und 16-
sen Sie sie.

b) Geben Sie einen Ausdruck fiir die sich daraus er-
gebende so genannte Translationszustandssumme
Zirans a0 (Diese ergibt sich aus den Energieeigen-
werten des Teilchens im Kasten.)

14 Bei der mathematischen Beschreibung von
Wahrscheinlichkeitsverteilungen spielt der Term ,,Fa-
kultdatvonn“(n!=1-2-3-...-(n—1)- n) eine wichtige
Rolle.

a) Zeigen Sie, dass sich der Ausdruck #! einer gro-
en Zahl durch die folgende Néaherung beschrei-
ben ldsst: In(n!) = n In(n) — n (Stirling’sche Néhe-
rung).

Hinweis: Aufgrund der geringen Variation von
In(#) mit #» kann man fir grofle n die Reihe In(n!)
durch ein Integral ersetzen.

b) Geben Sie den relativen Fehler dieser Nédherung fiir
n = 10,50, 100, 500, 1000 an (lasst sich beispiels-
weise mithilfe des Rechners eines PC-Systems oder
eines wiss. Taschenrechners berechnen).

15 Die Binomialverteilung, die die Wahrscheinlich-
keit fiir das Antreffen eines Systems in einem von zwei
Zustidnden A oder B angibt, kann fiir eine grofSe Zahl
N (z.B. viele Teilchen in zwei Zustanden oder viele
Wiirfe einer Miinze) und gleicher Wahrscheinlichkeit
der beiden Zustédnde (p, = pg = 0.5) in eine konti-
nuierliche Funktion entwickelt werden. Diese Funk-
tion ist auch als GaufS’sche Glockenkurve bekannt und
wird durch die Standardabweichung charakterisiert.
Man erkennt (siehe unten), dass die Standardabwei-
chung (Breite) der Verteilung mit \/]V ansteigt, wih-
rend das Maximum der Funktion (n — n = 0) mit 1/¢
abnimmt. Sehr haufig ist aber gar nicht die absolu-
te Breite (Standardabweichung) von Bedeutung, son-
dern nur die Frage, wie grof8 die Wahrscheinlichkeit
ist, dass die Verteilung um einen gewissen Prozent-
satz von der Gleichverteilung abweicht. Um diese Fra-
ge zu beantworten, muss die Verteilungsfunktion auf
eine relative Koordinate (x) transformiert werden.

Ermitteln Sie ausgehend von der unten gegebe-
nen Form einer Gauf$’schen Glockenkurve durch die
Transformation auf eine relative Koordinate (n — x
mit ¥ = n/N) den funktionalen Zusammenhang der
Gaufl-Verteilung in der neuen Koordinate x. Zeigen



sie, dass die Standardabweichung ox der Verteilung in

der relativen Koordinate x proportional zu I/4/N ist.
Hinweis:

__1 UL . _\/E
PN(n)—G\/%exp< o2 > mit o= m

Beachten Sie, dass es sich um eine Wahrscheinlich-
keitsdichte handelt, und daher Py (1) dn — Py (x) dx
zu transformieren ist.

16 In einer mikrokanonischen Gesamtheit lasst sich
die Zustandssumme folgendermafien angeben:

s
S

wobei sich die Summe tiber alle Quantenzustinde mit
der zugehorigen Energie ¢ erstreckt.

T bezeichnet die Temperatur und kp die Boltzmann-
Konstante.

Zeigen Sie, dass fiir ein System von N Teilchen mit
dquidistanten, nicht entarteten Energieniveaus ¢, =
ve(¥y=0,1,2,...)die Zustandssumme als z = ﬁ mit

&€

—_=v_
q = e "7 geschrieben werden kann.

17 Zeigen Sie, dass im mikrokanonischen Ensemble
(Gesamtenergie E, Teilchenzahl N) der Mittelwert der
Energie pro Teilchen

- 21
e=kT aTln(z)

ist, wobei z die molekulare Zustandssumme ist.
- E .
Man verwende: € = N wobei

E = ZNiei
i

ist.
Weiterhin erinnere man sich an den Ausdruck fiir die
Boltzmann’sche Besetzungszahl:

Ei

N; e ksT
N  z
mit
z= e kBST
-
Des Weiteren gilt:
din(z) _ 19z
oT  zoT

1.3 Einfiihrung in die statistische Thermodynamik

18 Ein Energieniveau sei dreifach entartet. Zeichnen
Sie alle Moglichkeiten auf, zwei Teilchen auf die drei
entarteten Zustidnde zu verteilen, wenn:

a) die Teilchen unterscheidbar sind und jeder Zu-
stand beliebig viele Teilchen aufnehmen kann,

b) die Teilchen nicht unterscheidbar sind und jeder
Zustand beliebig viele Teilchen aufnehmen kann,

c) die Teilchen nicht unterscheidbar sind und jeder
Zustand mit maximal einem Teilchen besetzt wer-
den kann.

Zeigen Sie, dass Fall a) durch die Boltzmann-Statistik,
der Fall b) durch die Bose-Einstein-Statistik und Fall ¢)
durch die Fermi-Dirac-Statistik beschrieben wird.

19 Man betrachte ein System aus zwei Teilchen, die
beide in jedem der drei Quantenzustinde mit den
Energien 0, € und 3¢ sein konnen. Das System ist mit
einem Wirmereservoir der Temperatur 7' gekoppelt.

a) Man gebe einen Ausdruck fiir die Zustandssumme
z an, wenn die Teilchen der klassischen Maxwell-
Boltzmann Statistik gehorchen und unterscheid-
bar sind.

b) Wie sieht die Zustandssumme aus, wenn die Teil-
chen der Bose-Einstein-Statistik gehorchen? (Teil-
chen nicht unterscheidbar)

¢) Wie sieht die Zustandssumme aus, wenn die Teil-
chen der Fermi-Dirac-Statistik gehorchen? (Teil-
chen nicht unterscheidbar)

20 Zeigen Sie ausgehend von der Definition der
Energie unabhéangiger Teilchen

E= ZniEl-

und der Annahme, dass die Besetzungszahlen der
Boltzmannstatistik gehorchen, folgenden Zusammen-
hang fiir die Innere Energie:

U—UT =0)= —N(aln(2)>

9B

N bezeichnet die Gesamtzahl der Teilchen, f = 1/kT
und z ist die Zustandssumme des Systems.

21 Die N, + Ny Gitterplatze eines Mischkristalls
sind durch N, Atome des Stoffes A und Ny Atome des
Stoffes B besetzt. Alle Anordnungen entsprechen der-
selben Gesamtenergie.

a) Leiten Sie einen Ausdruck fiur die Zahl der unter-
scheidbaren Anordnungsmoglichkeiten in einem
solchen System ab.

b) Zeigen Sie, dass die Mischungsentropie AS fir
die isotherme Bildung des Mischkristalls aus den
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reinen Stoffen durch die folgende Gleichung be-
schrieben werden kann:

ASix = —k(Np + Np)(xa In(xy) + x5 In(xp))

NA NB
Xp=—"—"—"—, Xp=—F7"——
AT N, +Ng BT Ny +Ng

22 Ein thermodynamisches System mit dem Volu-
men V und der Temperatur 7 bestehe aus N Teilchen,
die sich jeweils nur in zwei Energiezustdnden befinden
konnen. Der Grundzustand habe die Energie 0 und sei
go-fach entartet; der angeregte Zustand habe die Ener-
gie £ und sei g; -fach entartet.

a) Geben Sie die Systemzustandssumme z fiir dieses
System an.

b) Leiten Sie einen Ausdruck fiir die Innere Energie
des Systems als Funktion von ¢, T, g;, g; und N ab.

¢) Leiten Sie einen Ausdruck fiir die Entropie S ab.

d) Geben Sie den Ausdruck fiir die Wéarmekapazitit
¢, an.

e) Nehmen Sie an, dass g, =g, = 1und e = 100 cm™!
ist. Berechnen Sie N; /N, bei T = 0K, T' = 100K
und T = co.

f) Zeichnen Sie die Graphen von S und c,, in Abhén-
gigkeit von der Temperatur.

23  Geben Sie eine qualitative Antwort auf die folgen-
den Fragen:

a) Wie erhilt man die Entropie eines Festkorpers aus
gemessenen Werten der Wiarmekapazitit? Wieso
sind hierfiir besonders bei tiefen Temperaturen ge-
naue Werte der Wiarmekapazitit erforderlich?

b) Warum ist die Warmekapazitét einer einatomigen
Substanz im festen Zustand normalerweise grofSer
als im gasformigen Zustand (bei gleicher Tempe-
ratur)?

24 Ein Methanmolekiil hat die Summenformel CH,
und die Struktur eines Tetraeders mit den H-Atomen
an den Ecken und dem C-Atom im Zentrum. Berech-
nen Sie ¢, und ¢, unter der Annahme, dass alle mogli-
chen Freiheitsgrade des Methanmolekiils energetisch
zugénglich sind.

25 Die gemessene molare Restentropie von Wasser
betrdgt 3.4]/(K - mol). Entwickeln Sie anhand eines
Strukturmodells des Eises eine theoretische Begriin-
dung fiir diesen Wert.

Welchen Wert der residuellen Entropie erwarten Sie
fiir CH3D? Begriinden Sie Ihre Aussage.

Hinweis: Pauling, L. (1935) J. Am. Chem. Soc., 57, 2680.

1.3.8 Literatur zu Abschnitt 1.3

Weiterfiihrende Literatur zu Abschnitt 1.3 ist im Ab-
schnitt 2.6.10 aufgefiihrt.

1.4 Einflihrung in die Quantentheorie

Im vorangehenden Abschnitt haben wir gesehen, dass
wir mit den Methoden der statistischen Thermody-
namik prinzipiell thermodynamische Gréfien absolut
berechnen konnen. Als zentrale Grofie tritt dabei die
Zustandssumme auf, zu deren Ermittlung wir samtli-
che Energiezustidnde kennen miissen, in denen das be-
trachtete Teilchen vorliegen kann. Um diese Energie-
zustdnde berechnen zu kénnen, miissen wir uns zu-
vor Klarheit tiber den Aufbau der Materie verschaffen.
Das wird ausfiihrlich im Kapitel 3 geschehen. Im Rah-
men dieses einfithrenden Kapitels wollen wir uns mit
den Erkenntnissen vertraut machen, die die Grund-
lage fiir die Behandlung des Aufbaus der Materie
bilden.

Das Elektron und die elektromagnetische Strahlung
spielen eine zentrale Rolle bei der Untersuchung des
Aufbaus der Materie. So werden wir uns zunéchst die
Frage stellen, wie wir Ladung und Masse des Elek-
trons bestimmen konnen (Abschnitte 1.4.1 bis 1.4.3).

Im Folgenden werden wir dann Experimente und
Resultate besprechen, die uns von den Vorstellun-
gen der klassischen Physik wegfithren. Wir werden
namlich sehen, dass unter bestimmten Bedingungen
das Elektron eine Wellennatur und das Licht eine
korpuskulare Natur duflern. So werden wir auf den
Dualismus Welle-Partikel stofien (Abschnitte 1.4.4
bis 1.4.6).

Die Wechselwirkung von Elektronen und Licht mit
der Materie wird uns zu der Erkenntnis fiithren, dass
die Elektronen in der Atombhiille nicht beliebige, son-
dern nur diskrete Energien besitzen konnen. Damit
haben wir die Grundlage fiir das Bohr’sche Atommo-
dell kennengelernt (Abschnitte 1.4.7 bis 1.4.9).

Mit der Einfithrung der Schrodinger-Gleichung
werden wir uns einer fiir uns vollig neuen Betrach-
tungsweise zuwenden, der Quantenmechanik (Ab-
schnitt 1.4.10).

Um den Umgang mit der Schrodinger-Gleichung
zu tiben und uns mit den Besonderheiten quanten-
mechanischer Ergebnisse vertraut zu machen, wer-
den wir die Schrédinger-Gleichung zur Losung ver-
schiedener Probleme anwenden. Wir werden ein
freies Teilchen und ein Teilchen in einem unendlich
tiefen Potentialtopf quantenmechanisch behandeln
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Abb. 1.4-1 Messung der Glihelektronenemission.

und schliefllich die Frage stellen, wie sich eine Ver-
ringerung der Tiefe des Potentialtopfes auf das quan-
tenmechanische Ergebnis auswirkt. Mit der Behand-
lung des Tunneleffektes werden wir diesen Abschnitt
abschliefien (Abschnitte 1.4.11 bis 1.4.15).

1.4.1 Hinweise auf den Aufbau der Atome aus
Atomkern und Elektronenhdiille

Dass die Atome aus einem positiven Atomkern und
einer Hiille von negativen Elektronen aufgebaut sind,
geht aus einer grofSen Zahl von experimentellen Beob-
achtungen hervor. Sie sind so allgemein bekannt, dass
es an dieser Stelle geniigt, die Erscheinungen lediglich
aufzuziahlen.

Losen wir ein Salz im Wasser auf, so stellen wir fest,
dass die Losung im Gegensatz zum reinen Wasser ei-
ne betrichtliche elektrische Leitfahigkeit besitzt und
dass in einem angelegten elektrischen Feld in der L6-
sung ein Transport von positiven und negativen lonen
erfolgt. Ebenso konnen wir beobachten, dass die zwi-
schen den Platten eines Kondensators befindliche Luft
elektrisch leitend wird, sobald wir unter den Luftspalt
einen Bunsenbrenner setzen und ein Salz, wie z. B. Ka-
liumiodid, in die Flamme bringen. Wir erkennen aus
diesen Versuchen, dass unter der Einwirkung des Lo-
sungsmittels Wasser oder der Einwirkung der heifien
Flamme aus einem neutralen Stoff geladene Teilchen
entstehen. Das ist aber nur moglich, wenn der nach
auflen hin neutrale Stoff von vornherein aus gelade-
nen Teilchen zusammengesetzt war, deren Ladungen
sich gerade kompensierten.

Bereits 1882 hatten Elster und Geitel gefunden, dass
ein Metall Elektronen emittiert, wenn man es nur
hoch genug erhitzt. In der in Abb. 1.4-1 skizzierten
Versuchsanordnung konnten sie den Glithelektronen-
strom direkt messen. Schon sechs Jahre spéter, 1888,
zeigte Hallwachs, dass man Elektronen auch aus ei-
nem Metall freisetzen kann, indem man es mit kurz-
welligem Licht bestrahlt. Der Strom der Photoelektro-
nen lésst sich in einer Anordnung, wie sie Abb. 1.4-2
wiedergibt, nachweisen.

1.4 Einfiihrung in die Quantentheorie
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Abb. 1.4-2 Messung der Photoelektronenemission.

Mit diesen Versuchen war zunédchst bewiesen, dass
Elektronen ein Bestandteil der die Metalle bildenden
Atome sein miissen.

Beschleunigt man die emittierten Elektronen in ei-
nem elektrischen Feld, so stellen diese Kathodenstrah-
len selbst ein geeignetes Mittel zur Untersuchung der
Materie dar. Lenard fand 1903, dass schnelle Elek-
tronen durch diinne Materieschichten hindurchtre-
ten, d. h. dass sie eine grofle Anzahl von Atomen zu
durchdringen vermdgen, ohne wesentlich aus ihrer ur-
spriinglichen Richtung abgelenkt zu werden. Er ver-
mutete deshalb, dass die Atome nicht massiv sind,
sondern dass vielmehr nur ein winziger Teil des von
den Atomen eingenommenen Raumes von Materie
erfiillt ist. Seine aus den Streuversuchen geschlosse-
ne Annahme, dass das Atom mit einem Radius von
etwa 1078 cm einen positiv geladenen, den wesentli-
chen Anteil der Atommasse darstellenden Atomkern
mit einem Radius von nur etwa 10712 cm besitzt, wur-
de spiter von Rutherford durch Streuversuche mit
a-Teilchen bestitigt. Der restliche Raum sollte von
Kraftfeldern erfiillt sein, die vom positiven Atomkern
und den duflerst kleinen und leichten Elektronen her-
rithren, die diesen mit hoher Geschwindigkeit umkrei-
sen.

Den Chemiker interessieren die Verhéltnisse und
die Vorgénge in der Elektronenbhiille, die allein fiir das
Zustandekommen einer chemischen Bindung maf3-
geblich sind. Wir wollen deshalb zunichst die Eigen-
schaften des Elektrons studieren.

1.4.2 Bestimmung der Ladung des Elektrons

Ladung und Masse des Elektrons werden sich als Gro-
flen erweisen, auf die wir bei unzéhligen Rechnungen
zuriickgreifen. Wir wollen deshalb auf die Ermittlung
dieser Grofien kurz eingehen.

Besonders klar ist die Millikan’sche Oltropfenme-
thode (1911): In den Spalt zwischen zwei waagerecht
liegenden Kondensatorplatten bldst man Zigaretten-
rauch oder Oltrépfchen ein, die sich teilweise elek-
trisch aufgeladen haben, und beobachtet nun mit ei-
nem Messmikroskop die Bewegung der Tropfchen. Sie
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wird bestimmt durch die Wirkung der Erdanziehung,
die Wirkung des elektrischen Feldes und die Wirkung
der Stokes’schen Reibungskraft.

Die auf die Erdanziehung zuriickzufithrende Kraft
Fy ist gegeben durch

Fe=m-g (1.4-1)
oder, wenn die Teilchen den Radius » und die Dichte ¢
besitzen,

Fr = L—Lﬂrgo - g (1.4-2)

3

Durch das elektrische Feld E wird auf die Teilchen mit
der Ladung Q die Kraft F¢

Fr=Q-E (1.4-3)
ausgeiibt. Erdanziehung und Wirkung des elektri-
schen Feldes wiirden zu einer beschleunigten Bewe-
gung der geladenen Teilchen fiithren. Da sie sich je-
doch nicht im Vakuum, sondern in Luft mit der Visko-
sitdt 7 bewegen, fithrt die Stokes’sche Reibungskraft Fq

Fg = 6myry (1.4-4)
zu einer konstanten Geschwindigkeit v,. Sie ergibt
sich aus dem Gleichsetzen von Fg einerseits und der
Summe bzw. Differenz von Fy und Fy andererseits:
4 3

6mrnvy = Q- E+ gnr 0-g (1.4-5)
wobei das Pluszeichen gilt, wenn Erdanziehung und
elektrisches Feld in der gleichen Richtung, das Minus-
zeichen, wenn Erdanziehung und elektrisches Feld in
entgegengesetzter Richtung wirken.

Wenn wir ein bestimmtes Teilchen mit dem Mess-
mikroskop verfolgen, werden wir also je nach Polung
des elektrischen Feldes zwei verschiedene Geschwin-
digkeiten beobachten:

QE + %nrgog

= 1.4-6
Yo1 6mry ( )

~ QE - %nrgog 147
Vo2 = 6mry -

Diese beiden Gleichungen enthalten zwei Unbekann-
te, Q und r. Wir konnen aus ihnen also Q berechnen.

0=2.% N1 + voa) (Vo1 = Vo) - 71 (14-8)
2 E 0-g

Beobachten wir eine hinreichend grofie Zahl von Teil-
chen, so finden wir eine Reihe von Q-Werten, denn

die Teilchen werden eine unterschiedliche Zahl von
Elementarladungen e tragen. Q muss deshalb stets ein
ganzzahliges Vielfaches von e sein, das wir als kleins-
ten gemeinsamen Teiler von Q ermitteln.

Als zuverldssigster Wert fiir die Elementarladung
gilt heute

e=1.602177-107 C +0.00007 - 10~ C

1.4.3 Bestimmung der Masse des Elektrons

Um die Masse des Elektrons zu bestimmen, beschleu-
nigen wir es in einem elektrischen Feld und lassen
es dann in ein senkrecht zu seiner Flugbahn stehen-
des Magnetfeld eintreten. Die Beschleunigungsarbeit
(Gl. 1.1-4) muss gleich der durch das elektrische Feld
geleisteten Arbeit (Gl. 1.1-9) sein, so dass das Elektron
nach Durchlaufen eines Spannungsabfalls U eine aus

%mev2 =e-U (1.4-9)
berechenbare Geschwindigkeit v besitzt. Tritt das
Elektron mit dieser Geschwindigkeit in ein Magnet-
feld mit der magnetischen Flussdichte B ein, so wirkt
auf das Elektron die Lorentz-Kraft F L

|F | =e-|vxB| (1.4-10)

die als Radialkraft das Elektron in eine Kreisbahn vom
Radius r zwingt. Sie steht in jedem Augenblick senk-
recht zur Bahn des Elektrons, ist zum Kreismittel-
punkt hin gerichtet und ist dem Betrage nach gleich
der Zentrifugalkraft

2
|1—»:'|=Wle‘l/
z r

(1.4-11)

Aus GL. (1.4-10) und GL. (1.4-11) folgt zunéchst

m
B-r=—.vy
e

(1.4-12)

und unter Berticksichtigung von Gl. (1.4-9) schliefllich
e 2U

m,  B2r2

(1.4-13)

Durch solche Versuche erhalten wir zunéchst das Ver-
hiltnis Ladung des Elektrons zur Masse des Elektrons
und daraus mit dem bekannten Wert fiir die Ladung
des Elektrons seine Masse.

Als zuverldssigster Wert fiir die Masse des Elek-
trons gilt heute

me = 9.1091 - 103! kg + 0.0004 - 103! kg



1.4.4 Die Wellennatur des Elektrons

In den vorangehenden Abschnitten haben wir das
Elektron als ein Elementarteilchen kennengelernt. Sei-
ne korpuskulare Natur ist durch zahlreiche Experi-
mente (Kathodenstrahlen, Ablenkung im elektrischen
und magnetischen Feld) gesichert.

Bringen wir aber jetzt in einer Braun’schen Rohre ei-
ne diinne Schicht eines festen, kristallinen Stoffes in
den Elektronenstrahl, wie es in Abb. 1.4-3 skizziert
ist, so beobachten wir auf dem Leuchtschirm nicht
mehr einen einzigen Auftreffpunkt der Elektronen,
sondern Beugungsfiguren, wie sie uns von der Ront-
genbeugung her bekannt sind (Abb. 1.4-4). Das Auf-
treten von Beugungserscheinungen kann nur erklart
werden, wenn man dem Elektron eine Wellennatur
zuschreibt:

Trifft ein Wellenzug der Wellenldnge A unter dem
Glanzwinkel 6 auf einen kristallinen Korper, dessen
Netzebenen den Abstand d haben (Abb. 1.4-5), so
wird es stets dann durch Interferenz zu einem Beu-
gungsmaximum kommen, wenn der Gangunterschied
zwischen den an den verschiedenen Gitterebenen re-
flektierten Wellenziigen ein ganzzahliges Vielfaches n
der Wellenldnge betragt. Wir werden darauf im Ab-
schnitt 1.7 bei der Diskussion der Beugungserschei-
nungen genauer zu sprechen kommen. So ergibt sich

Kathode
Leuchtschirm

Vo=

Abb. 1.4-3 Apparatur zur Ermittlung der Elektronenbeugung.

Abb. 1.4-4 Elektronen-Beugungsbild einer diinnen Nickel-
schicht.

1.4 Einfiihrung in die Quantentheorie
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Abb. 1.4-5 Zum Entstehen der Beugungsbilder.

die Bragg’sche Gleichung

n-A=2dsinf, (1.4-14)
Es ist demnach moglich, durch experimentelle Be-
stimmung des Glanzwinkels 6 bei bekanntem Netz-
ebenenabstand die Wellenldnge der dem Elektron zu-
zuschreibenden Materiewelle zu bestimmen.

Wir miissen uns also von der Vorstellung freima-
chen, dass wir alle mit den Elektronen zusammenhan-
genden Erscheinungen mit der korpuskularen Natur
des Elektrons erkliren konnen. Je nach dem Experi-
ment, das wir mithilfe von Elektronen ausfithren, wer-
den wir zur Deutung der Phdnomene von einem kor-
puskularen oder einem Wellenbild des Elektrons aus-
gehen miissen.

In der in Abb. 1.4-3 gezeigten Anordnung haben wir
die Moglichkeit, die Elektronen vor dem Auftreffen
auf die kristalline Schicht mehr oder weniger stark im
elektrischen Feld zu beschleunigen. Wir konnen ih-
nen also eine unterschiedlich grofie Geschwindigkeit,
d.h. einen unterschiedlich grofien Impuls verleihen.
Das Experiment zeigt nun, dass die mit Gl. (1.4-14) be-
rechenbare Wellenlédnge A, des Elektrons umgekehrt
proportional dem Impuls p, des Elektrons ist.

Es gilt

(1.4-15)
Pe Me * Ve
wenn wir die Proportionalitatskonstante mit /4 be-
zeichnen. Diese wichtige, 1927 erstmals von Da-
visson und Germer experimentell bestitigte, je-
doch bereits 1924 von de Broglie theoretisch gefor-
derte Gleichung nennt man die de-Broglie-Bezie-
hung. Sie stellt eine Beziehung zwischen dem Im-
puls als korpuskularer Grofie und der Wellenlén-
ge als einer Wellengrofle her. Die Proportionali-
titskonstante / ist eine fundamentale Konstante,
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die sog. Planck’sche Konstante oder das Planck’sche
Wirkungsquantum. Ihr zur Zeit genauester Wert ist

h = 6.6256 - 10734 Js + 0.0005 - 1073*Js

Den Impuls der Elektronen konnen wir aus der Be-
schleunigungsspannung berechnen, die die Elektro-
nen durchlaufen haben. Nach GI. (1.4-9) ist

Pe =My Ve =12m,-e-U

so dass sich mit Gl. (1.4-15) die Wellenldnge der Elek-
tronen zu

(1.4-16)

h 1
A= ———  —
¢ \2m, - e \/E

berechnet. Setzt man die entsprechenden Zahlenwer-
te ein, so erhalten wir, wenn der Wert der Beschleuni-
gungsspannung U in Volt angegeben wird,

(1.4-17)

1 = 12.3

¢ ujv

1.4.5 Die Eigenschaften des Lichtes

-1071%m (1.4-18)

Eine wesentliche Rolle bei der Aufklarung der Struktur
der Materie spielt die Wechselwirkung zwischen Licht
und Materie. Wir wollen uns deshalb zunéchst tiber
die Eigenschaften des Lichtes Klarheit verschaffen.

1669 hatte Newton die Emanationstheorie des Lich-
tes aufgestellt. Nach dieser Theorie sollte das Licht aus
winzigen Partikeln bestehen, die von der Lichtquelle
herausgeschleudert werden. Indem er diesen Teilchen
gewisse Eigenschaften zuschrieb, konnte er die damals
bekannten optischen Erscheinungen erklaren.

Doch bereits im Jahre 1677 stellte Huygens der Ema-
nationstheorie die Wellentheorie des Lichtes entge-
gen. Aber erst 1802 verhalf Young mit der Deutung
der Interferenzerscheinung dieser Theorie zum ent-
scheidenden Durchbruch. Die Entdeckung der Pola-
risierbarkeit zeigte dann, dass es sich beim Licht um
transversale Wellen handeln muss. Auf ihre elektro-
magnetische Natur wies als erster Faraday hin, Max-
well stellte dann 1871 die 1886 von Hertz experimen-
tell bestitigte elektromagnetische Lichttheorie auf.

Um die Jahrhundertwende schien es absolut gesi-
chert zu sein, dass dem Licht lediglich eine Wellenna-
tur zuzuschreiben sei. Doch schon in den ersten Jah-
ren des 20. Jahrhunderts traten bei der Untersuchung
der Intensititsverteilung der Strahlung des schwarzen
Korpers Zweifel an der Richtigkeit dieser Aussage auf.

Unter einem schwarzen Korper versteht man einen
Korper, der die gesamte einfallende elektromagneti-
sche Strahlung, unabhingig von ihrer Wellenldnge,

Heizung
Thermo- _
element Strahlung
f
I
Isolation

Abb. 1.4-6 Der schwarze Korper.

absorbiert. Abbildung 1.4-6 zeigt, wie man mithilfe ei-
nes elektrisch geheizten Ofens einen Strahler bauen
kann, dessen Strahlung der eines schwarzen Kérpers
entspricht. Die Strahlung ist unabhéngig von der che-
mischen Natur des Strahlers und lediglich eine Funk-
tion der Temperatur.

Nach Rayleigh und Jeans (1900) schwingen an der
Oberflache des schwarzen Korpers, der sich im Tem-
peraturgleichgewicht mit der Umgebung befindet, die
Elektronen mit einer bestimmten Frequenz v. Da-
durch entsteht eine elektromagnetische Wellenbewe-
gung gleicher Frequenz. Nun besteht nach der Max-
well’schen elektrodynamischen Theorie zwischen der
Energie U, eines linearen Oszillators, der elektroma-
gnetische Wellen der Frequenz v bis v + dv erzeugt,
und dem spektralen Emissionsvermégen E(v), sofern
dieses auf die Ausstrahlung in den Raumwinkel 1 be-
zogen wird, die Beziehung

V2

E(w)dv = ZUV dv (1.4-19)
wobei ¢ die Lichtgeschwindigkeit ist. Das spektrale
Emissionsvermdogen stellt also eine Energiestromdich-
te dar. Im Abschnitt 4.2.7 werden wir uns detailliert
mit der Hohlraumstrahlung beschéftigen. Verhalt sich
ein schwingendes Elektron nun wie ein linearer Oszil-
lator, so sollte es die Innere Energie kT besitzen (vgl.
Abschnitt 1.2.3):

u,=kT (1.4-20)
Damit ergibt sich
V2
E(v)dv = —2dev (1.4-21)
c
oder, wenn man nach
c
= 1.4-22
V= ( )
und
c
|dv| = /1_2| dA| (1.4-23)

auf Wellenlangen umrechnet,



das Rayleigh-Jeans'sche Strahlungsgesetz

EQ)d) = ﬁkT dA (1.4-24)

Mit abnehmender Wellenldnge sollte demnach das
spektrale Emissionsvermdégen immer mehr zunehmen
und nach sehr kleinen Wellenldngen hin gegen Un-
endlich streben.

Abbildung 1.4-7 zeigt das experimentell ermittelte
Emissionsvermogen. Man erkennt, dass, von grofien
Wellenldngen ausgehend, das spektrale Emissionsver-
mogen zwar zunimmt, doch dann ein sich mit stei-
gender Temperatur nach kleineren Wellenldngen ver-
schiebendes Maximum durchléduft und anschliefiend
steil abfallt. Das Rayleigh-Jeans’sche Strahlungsgesetz
steht also in krassem Widerspruch zum Experiment
und stellt lediglich ein Grenzgesetz fiir grofie, hinrei-
chend weit vom Maximum entfernt liegende Wellen-
langen dar.

Planck erkannte nun, dass eine Ubereinstimmung
mit dem Experiment nur zu erreichen ist, wenn fir die
mittlere Energie der Oszillatoren

h-v
U= ehv/kT _ 1 (1.4-25)

E(A) (1070 J s'm¥

1000 K

A um]

Abb. 1.4-7 Spektrales Emissionsvermdgen des schwarzen
Korpers.

1.4 Einfiihrung in die Quantentheorie

eingesetzt wird, ein Ausdruck, den wir erst im Ab-
schnitt 4.2.3 ableiten kénnen. Mit GI. (1.4-19) erhalten
wir dann

Ewv)dv = h—v3 dv (1.4-26)
C2(ehv/kT -1
bzw.
die Planck’sche Strahlungsformel
2
EQydl=— "¢ 4y (1.4-27)

A5(ehe/AKT _ 1)

die sowohl die Wellenlédngen- als auch die Tempera-
turabhéngigkeit der schwarzen Strahlung richtig wie-
dergibt. Léasst man die Konstante /# gegen null ge-
hen, so geht die Planck’sche Strahlungsformel in die
Rayleigh-Jeans’sche iiber. Das entscheidende Merk-
mal, durch das sich die Planck’sche Ableitung von
der klassischen unterscheidet, ist also die endliche
Grofle der Konstanten /. Man bezeichnet sie als das
Planck’sche Wirkungsquantum. Es ist identisch mit
der in Abschnitt 1.4.4 eingefiithrten Grofle /1. Die Kon-
stante / bildet den Kern der Quantentheorie, von der
folgende Forderung erhoben wird:

Die Wirkungsgrofie eines Naturvorganges (Wir-
kung hat die Dimension Energie - Zeit) hat, gleich-
giiltig, ob er mechanischer, elektromagnetischer
oder chemischer Natur ist, keinen beliebigen
Wert, sondern ist ein ganzzahliges Vielfaches des
Planck’schen Wirkungsquantums /. Die kleins-
te iiberhaupt beobachtbare Wirkung ist das Wir-
kungsquantum selbst.

Die Bedeutung dieser Aussage wird uns durch die
im Folgenden beschriebenen Experimente wesentlich
klarer werden.

Abbildung 1.4-8 zeigt uns dhnlich wie Abb. 1.4-2 ei-
ne Anordnung zur Messung des Photoelektronenstro-
mes, jedoch mit der Mdglichkeit, eine variable Ge-
genspannung U anzulegen. Die durch das einfallende
Licht aus der Metallelektrode K freigesetzten Elektro-
nen konnen nur dann zur Gegenelektrode gelangen,
wenn ihre kinetische Energie g, = m v? ausreicht,
um das Gegenfeld zu tiberwinden, d. 2h wenn

%mevz >e-U (1.4-28)
ist. Durch Messung der Gegenspannung U, bei der
der Photoelektronenstrom / gerade auf null zuriick-
geht, kann man so die maximale Energie der Photo-
elektronen bestimmen:

(1.4-29)
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1
N 1
Vakuum
Kathode ZU .

Abb. 1.4-8 Anordnung zur Messung der kinetischen Energie
der Photoelektronen.

Abb. 1.4-9 Abhangigkeit des Photoelektronenstroms von der
angelegten Spannung U fiir verschiedene Lichtintensitaten
bei gleicher Lichtfrequenz.

Diese Grenzspannung und damit die maximale Ener-
gie der Photoelektronen erweist sich als unabhéngig
von der Intensitit des einfallenden monochromati-
schen Lichtes, also von der Amplitude des elektrischen
Lichtvektors (Abb. 1.4-9). Diese 1902 von Lenard ge-
machte Beobachtung war eine grundlegend neue Er-
kenntnis, denn nach der Wellentheorie des Lichtes
miisste die Lichtwelle einen ihrer Intensitéit proportio-
nalen Impuls besitzen, und dieser sollte auf die Elek-
tronen tbertragen werden.

Variiert man nun die Frequenz des einfallenden
Lichtes, so stellt man (Abb. 1.4-10) fest, dass die
Gegenspannung U, eine lineare Funktion der Licht-
frequenz ist. Wechselt man das Kathodenmaterial,
so erfolgt eine Parallelverschiebung der Geraden im
Uy, v-Diagramm. In jedem Fall beobachtet man, dass
unterhalb einer bestimmten, vom Kathodenmaterial
abhéngigen Grenzfrequenz v, tiberhaupt keine Elek-
tronen emittiert werden. Wir konnen die Verhiltnisse
formulieren in der Form

Uy = const.(v — vy) (1.4-30)
oder als Energien ausgedriickt
e Uy = const.(v — vg) (1.4-31)

=

Abb. 1.4-10 Abhéngigkeit des Grenzwertes U, der Gegen-
spannung von der Frequenz des eingestrahlten Lichtes.

Da die Steigung der Kurven, also die Proportionali-
tatskonstante const., unabhéngig vom Kathodenmate-
rial ist, kommt dieser offenbar eine universelle Bedeu-
tung zu. Sie hat, wie aus Gl. (1.4-31) hervorgeht, die
Dimension einer Wirkung (Energie - Zeit) und erweist
sich als zahlenméflig identisch mit dem Planck’schen
Wirkungsquantum. Fir Gl (1.4-31) kénnen wir also
schreiben

e'U0=h'V—h'Vg (1.4-32)

oder

h'v=e-Ll0+h'vg (1.4-33)
Diese Beziehung bezeichnet man als Einstein’sches
Frequenzgesetz.

Einstein gelang es 1905 als erstem, diese Beziehung
und damit auch die Lenard’schen Ergebnisse zu deu-
ten, indem er erkannte, dass die Ergebnisse mit der
elektromagnetischen Wellentheorie unvereinbar sind.

Einstein nahm an, dass sich das Licht in Form
einzelner Lichtquanten ausbreitet, die sich mit
Lichtgeschwindigkeit bewegen. Diese Lichtquan-
ten, auch Photonen genannt, stellen winzige Ener-
giepakete mit einer Energie £ = / - v dar, sind also
Korpuskeln vergleichbar.

Wie dem Elektron nach den Versuchen von Davisson
und Germer neben der korpuskularen auch eine Wel-
lennatur zugeschrieben werden musste, so muss dem
Licht aufgrund der photoelektrischen Versuche auch
eine korpuskulare Natur zugesprochen werden.

Die linke Seite der Gl. (1.4-33) entspricht also der
Energie des einfallenden Lichtquants, die quantitativ
auf ein Elektron tibertragen wird. Sie ist identisch mit
der kinetischen Energie, die das Elektron durch die
Absorption des Lichtquants gewinnt. el/, ist die kine-



tische Energie der Elektronen nach dem Verlassen des
Metalls. Die materialabhéingige Grofle hv, stellt dem-
nach den Energieverlust dar, den das Elektron beim
Verlassen des Metalls erleidet. Es ist eine Abtrennar-
beit, Elektronenaustrittsarbeit genannt, die man, da es
sich um die Abtrennung einer Elementarladung vom
Metallverband handelt, auch als e - ¢ mit dem Elektro-
nenaustrittspotential ¢ darstellen kann. Beriicksichti-
gen wir noch Gl (1.4-29), d. h. die kinetische Energie
&xin der ausgetretenen Elektronen, so ergibt sich eine
weitere Formulierung fiir

das Einstein’sche Frequenzgesetz:

h-v=¢gy,+e- ¢ (1.4-34)
Zu einer Emission von Photoelektronen kann es nur
dann kommen, wenn die Energie sv, die das Licht-
quant auf das Elektron tbertrégt, die Austrittsarbeit
iibersteigt. Ist v < Vg SO kann das Elektron zwar auch
Energie aufnehmen, doch muss es im Metall verblei-
ben.

Die kinetische Energie ell, der Photoelektronen
kann nach Gl (1.4-33) nur durch Variation der Fre-
quenz des eingestrahlten Lichtes verdndert werden,
nicht durch eine Variation seiner Intensitit. Diese
wirkt sich nur auf die Stirke des Photoelektronen-
stroms, d. h. auf die Zahl der pro Zeiteinheit emittier-
ten Elektronen, aus (vgl. Abb. 1.4-9).

Der Photoeffekt ist als ein eindeutiger Beweis da-
fiir anzusehen, dass dem Licht auch eine Korpuskelna-
tur zuzuschreiben ist. Einen weiteren Beweis in dieser
Richtung liefert der 1922 entdeckte Compton-Effekt.
Lasst man kurzwellige monochromatische Rontgen-
strahlen auf Festkorper fallen, die wie z.B. Graphit,
sehr locker gebundene, fast freie Elektronen besitzen,
so beobachtet man eine seitlich austretende Streu-
strahlung. Die spektrale Analyse zeigt, dass sie ne-
ben der primér eingestrahlten Wellenlédnge noch eine
nach ldngeren Wellen verschobene Linie enthélt (vgl.
Abb. 1.4-11).

Auch bei diesem Effekt handelt es sich um eine
Wechselwirkung zwischen einem Lichtquant und ei-
nem Elektron. Die korpuskulare Natur des Lichtes
wird beim Compton-Effekt deshalb besonders deut-
lich, weil er durch Anwendung des Energie- und Im-
pulssatzes erkldrt werden kann. Die Ablenkung des
Photons gehorcht dem Gesetz des elastischen Stof3es:

Wie in Abb. 1.4-12 dargestellt, moge ein Lichtquant
mit der Energie /v, auf ein zunichst in Ruhe befindli-
ches Elektron treffen. Nach dem Stof3 fliege das Elek-
tron unter einem Winkel a, gegen die Einfallsrichtung
des Photons gemessen, mit einer Geschwindigkeit v
davon, wihrend das Lichtquant seine Richtung um

1.4 Einfiihrung in die Quantentheorie

p=0

8 =45°

—H e—nd

Intensitat

£ =90°

J

\

A %

£=135°

Abb. 1.4-11 Zum Compton-Effekt; Abhangigkeit der Wellen-
lange der Streustrahlung vom Beobachtungswinkel .

den Winkel 5 verandert habe und nunmehr die Ener-
gie hv besitze.

Nach der Masse-Energie-Aquivalenz ist die Energie
des Photons

E=mc®=h-v (1.4-35)

seine Masse also
- % (1.4-36)

und sein Impuls
p=m-c= Q (1.4-37)

mit ¢ als Lichtgeschwindigkeit. Wenden wir nun auf
den in Abb. 1.4-12 dargestellten Vorgang den Energie-
satz an, so folgt

h-vo=h-v+ %me-v2 (1.4-38)

Die Anwendung des Impulssatzes liefert in Richtung
des einfallenden Lichtquants

h-v .
0 - kv, cosff+m,-v-cosa (1.4-39)
c c
got
hvy %
Jii
frv

Abb. 1.4-12 Zur Berechnung des Compton-Effekts.
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und senkrecht dazu

0=—u -sinf+m,-v-sina (1.4-40)
c

Wir haben also drei Gleichungen mit den drei Varia-

blen v, @ und f vorliegen, von denen uns lediglich

interessiert. Eliminieren wir v und «, so erhalten wir
2

h-vo=h-v+ (vg—2vovcos/3’+v2) (1.4-41)

M, c2
Wir suchen die Frequenzverschiebung Av = vy — vin
Abhingigkeit vom Streuwinkel . Deshalb l6sen wir
die Gleichung nach Av auf und ersetzen in der Klam-
mer wegen Av < vyv durch v,. Es ergibt sich dann

2 2
hv (1 = cos B) = 2hv
My c? My c?

Av =

sin? g (1.4-42)

oder umgerechnet auf die Wellenldngendnderung
AL =1 -1

(1.4-43)

In Ubereinstimmung mit dem Experiment folgt, dass
die Wellenldngenverschiebung unabhingig von der
Wellenldnge des eingestrahlten Lichtes lediglich eine
Funktion des Winkels j ist, unter dem die Streustrah-
lung gemessen wird.

Sprechen Erscheinungen wie Interferenz und Beu-
gung eindeutig fiir die Wellennatur des Lichtes, so
sind andere, wie der Photoeffekt und der Compton-
Effekt, lediglich mit einer korpuskularen Natur des
Lichtes vereinbar. Das Licht erscheint uns je nach der
Art des angestellten Versuches als ein ausgedehntes
Wellenfeld oder als ein punktformiges Teilchen, als
Photon. Die frithere Annahme der gegenseitigen Aus-
schlieflung von Wellen- und Teilchenvorstellung ist al-
so auch beim Licht heute nicht mehr haltbar. Beide
Vorstellungen werden verkniipft durch die Gleichun-

gen
E=h-v (1.4-44)

und — unter Beriicksichtigung der Masse-Energie-
Aquivalenz [Gl. (1.4-35)] —

v (1.4-37)
C
oder
1= (1.4-45)
P

Wir treffen also auch hier wie beim Elektron auf die de-
Broglie-Beziehung, das Planck’sche Wirkungsquan-
tum verkniipft die Wellengrofie A mit der korpusku-
laren Grofie p.

1.4.6 Der Dualismus Welle-Partikel

Wir haben in den vorangehenden Abschnitten gese-
hen, dass sowohl dem Elektron als auch dem Licht teils
Welleneigenschaften, teils korpuskulare Eigenschaf-
ten zugeschrieben werden miissen. Im Laufe der Jah-
re hat man zeigen konnen, dass dieses Verhalten nicht
auf die Elektronen und das Licht beschrankt ist, son-
dern allgemein giiltig ist. So ist es gelungen, auch mit
Atom- und Molekiilstrahlen Beugungsversuche aus-
zufithren. Das besagt, dass auch den im Vergleich zu
den Elektronen grofien und schweren Teilchen eine
Wellennatur zukommt.

Dass man die Wellennatur der Materie erst so spéit
entdeckt hat, liegt daran, dass nach Gl (1.4-45) ma-
kroskopische Korper, mit denen sich die Makrophysik
und ihre Gesetze beschiftigen, so kleine Wellenldngen
haben, dass diese weit unter der Nachweisgrenze lie-
gen. Deshalb hat sich durch die neuen Erkenntnisse an
den Erkenntnissen der Makrophysik nichts geéndert.

Aus Gl. (1.4-45) lasst sich folgern, dass wir nor-
malerweise bei extrem kleinen Wellenlédngen nur die
korpuskularen Eigenschaften, bei extrem grofSen Wel-
lenldngen nur die Welleneigenschaften wahrnehmen
konnen. Elektronen und Hohenstrahlen liegen gera-
de in einem Bereich, in dem sich beide Eigenschaften
unter unseren iiblichen experimentellen Bedingungen
duflern konnen.

Von den elektromagnetischen Lichtwellen her wis-
sen wir, dass sie durch Wellenldnge A, Frequenz v und
Phasengeschwindigkeit ¢ bestimmt sind. Sowohl die
Wellenlénge als auch die Phasengeschwindigkeit kon-
nen wir unmittelbar messen, die Frequenz ist eine rei-
ne Rechengrofle, die sich nach

c=v-1 (1.4-46)

ergibt. Unter der Phasengeschwindigkeit verstehen wir
dabei die Geschwindigkeit, mit der sich die Phase, d. h.
der augenblickliche Zustand, beispielsweise ein Ma-
ximum der unendlich weit ausgedehnten sinusformi-
gen Welle, im Raum weiterbewegt. Beim Licht ist die
Phasengeschwindigkeit im Vakuum unabhéngig von
der Wellenldnge. In anderen Medien hingegen ist die
Phasengeschwindigkeit eine Funktion der Wellenldn-
ge, wir sprechen dann von Dispersion.

Von der Phasengeschwindigkeit ¢ unterscheiden
miissen wir die Gruppengeschwindigkeit c*. Sie ist in-
teressant fiir die Signaliibertragung, denn sie ist die
Geschwindigkeit, mit der sich ein markanter Punkt,
z.B. das Maximum, eines Wellenzuges fortbewegt,
den wir aus der Addition zweier oder mehrerer Sinus-
wellen unterschiedlicher Wellenlédnge aufgebaut ha-
ben. Liegt keine Dispersion vor, d.h. haben die ein-
zelnen Teilwellen gleiche Phasengeschwindigkeit, so



pflanzt sich ein markanter Punkt der Schwebungskurve
mit der gleichen Geschwindigkeit fort wie ein markan-
ter Punkt jeder der Teilwellen, d. h. Phasen- und Grup-
pengeschwindigkeit stimmen tiberein. Unterscheiden
sich aber die Phasengeschwindigkeiten der Teilwellen,
so ist die Gruppengeschwindigkeit nicht mehr iden-
tisch mit der Phasengeschwindigkeit. Quantitativ er-
gibt sich fiir die

Gruppengeschwindigkeit c*

dc

— 1.4-47
0 ( )

c*=c—-A1-

Bei den Materiewellen lésst sich weder die Wellenldn-
ge A noch die Frequenz v oder die Phasengeschwin-
digkeit # messen. Alle drei Grofien sind reine Rechen-
grofSen. Man hilft sich nun in der Weise, dass man die
Frequenz tiber die Energiegleichung als

(1.4-48)

definiert und dann in Analogie zu Gl. (1.4-46)
eine Phasengeschwindigkeit # der Materiewelle

u=»>A-v (1.4-49)

bestimmt.
Die Wellenldnge fithrt man tber die de-Broglie-
Beziehung ein:

(1.4-45)

==

p:

Substituieren wir den Impuls durch das Produkt aus
Masse m und Teilchengeschwindigkeit v und die Wel-
lenlédnge durch Gl. (1.4-49), so ergibt sich

(1.4-50)

Der Zahler auf der rechten Seite dieser Gleichung ent-
spricht der Energie des Teilchens und kann durch die
Masse-Energie-Aquivalenz

hv = E = mc? (1.4-51)
ersetzt werden:

(1.4-52)

so dass wir fiir den

1.4 Einfiihrung in die Quantentheorie

Zusammenhang zwischen der Teilchengeschwin-
digkeit v und der Phasengeschwindigkeit u

(1.4-53)

erhalten. Die Teilchengeschwindigkeit muss stets klei-
ner als die Lichtgeschwindigkeit ¢ sein, folglich ist
die Phasengeschwindigkeit der Materiewelle stets gro-
fer als die Lichtgeschwindigkeit. Das ist kein Wider-
spruch zur Relativitdtstheorie, denn diese fordert nur,
dass es keine zur Ubertragung von Signalen brauch-
bare Geschwindigkeit gibt, die grof3er als die Lichtge-
schwindigkeit ist. Die Phasenwellen eignen sich aber
wegen der volligen Identitét aller Wellenberge nicht
zur Signaliibertragung.

Wiahrend Lichtwellen im Vakuum keine Dispersi-
on zeigen (ihre Phasengeschwindigkeit ist unabhéngig
von der Wellenlénge), weisen Materiewellen stets eine
Dispersion auf, denn nach Gl. (1.4-50) ist # umgekehrt
proportional zum Impuls und damit nach der de-Bro-
glie-Beziehung proportional zur Wellenldnge.

Wie bei den Lichtwellen muss auch bei den Mate-
riewellen ein GL. (1.4-47) entsprechender Zusammen-
hang zwischen der Phasengeschwindigkeit # und der
Gruppengeschwindigkeit u#* bestehen:

du
da
Mithilfe dieses Ausdrucks konnen wir nachweisen,
dass die Gruppengeschwindigkeit #* identisch ist mit
der Teilchengeschwindigkeit v. Wir gehen wieder aus
von der Masse-Energie-Aquivalenz, die wir, wenn wir
die Masse m des bewegten Korpers von seiner Ruhe-
masse 1, unterscheiden, in der Form

uw=u—2>A- (1.4-54)

2
2 mO‘C

2
iz

oder als nach dem 2. Glied abgebrochene Reihe (vgl.
Mathematischer Anhang E) als

(1.4-55)

E=myc* + %movz (1.4-56)

angeben konnen. Die Frequenz der Materiewelle ist
dann

E
= — 1.4-57
V=< ( )
2 2
myc* 1 myv
= + = 1.4-58
YT T2 (1:4-58)
die Phasengeschwindigkeit
2, 2 2, )
u=v.1= 02 ¥ (1.4-59)

h 2h
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und mit
h
== 1.4-60
my-v= < ( )
2
moc“A h
= 1.4-61
T g (L4-61)
Weiterhin ist
2
du _ o _h (1.4-62)

E 2mpA?

Das Einsetzen von Gl. (1.4-61) und GI. (1.4-62) in
Gl. (1.4-54) ergibt

2 2
. Moch )/ myc A h
= - 1.4-63
W o T kT amgr 1469
. h
= — 1.4-64
W= ( )
und mit GI. (1.4-60)
u*=v (1.4-65)

Die Gruppengeschwindigkeit u* ist die Geschwin-
digkeit, mit der sich ein sog. Wellenpaket im Raum
fortbewegt. Ein solches Wellenpaket entsteht durch
Uberlagerung mehrerer Wellen von nur sehr wenig
verschiedener Wellenldnge, deren Schwingungen
sich an einer bestimmten Stelle im Raum, z. B. dem
Aufenthaltsort des Elektrons, maximal verstarken,
an allen anderen Stellen jedoch praktisch kompen-
sieren (vgl. Abb. 1.4-13).

Wir haben also zwei Moglichkeiten, die Bewegung
des Elektrons zu betrachten, einmal als die aus den
klassischen Vorstellungen resultierende Bewegung ei-
nes punktférmigen materiellen Teilchens, ein ander-
mal als das Fortschreiten eines Wellenpakets. Im letz-
teren Fall ist aber zu beachten, dass dieses Wellenpaket

e

|}

Abb. 1.4-13 Wellenpaket.

infolge der Dispersion der es bildenden Wellen beim
Weiterlaufen im Raum seine Gestalt verdndert, und
dass dartiber hinaus dieses Wellenpaket auseinander-
lauft, der Ort des mit dem Wellenpaket identifizierten
Elektrons damit immer weniger genau angegeben wer-
den kann. Wir werden auf diesen Punkt spéater noch
zuriickkommen.

Zunichst wollen wir diesen Dualismus von Welle
und Partikel noch von einer anderen Seite beleuchten.
Ein Elektronenstrahl benimmt sich teilweise so, als be-
stiinde er aus Teilchen, teilweise so, als wire er eine
Welle. Als Beispiel fiir den ersteren Fall konnen wir
wieder an die Ablenkung der Kanalstrahlen im elektri-
schen oder magnetischen Feld denken, fiir den letzte-
ren Fall an die Beugung an einem kristallinen Korper.

Ein Maf3 fiir die Intensitét des Elektronenstrahls wi-
re einmal die Anzahl der Teilchen, die pro Zeitein-
heit durch eine Fliacheneinheit hindurchtreten oder
die sich zu einem bestimmten Zeitpunkt in der Volu-
meneinheit befinden, im anderen Fall das Betragsqua-
drat der Wellenamplitude y. y ist dabei eine Funktion
des Ortes und der Zeit. Bei einem intensiven Elektro-
nenstrom werden wir also |y|? proportional zur Zahl
der Elektronen im Volumenelement setzen konnen.

Wie sind aber die Verhéltnisse, wenn wir ein einzel-
nes Elektron betrachten? Was bedeutet hier |y|?, ist
das Elektron gleichzeitig Welle und Partikel?

Die Antwort auf diese Frage liefert uns der in
Abb. 1.4-14 skizzierte Versuch: Mithilfe einer geeigne-
ten Elektronenoptik (Kathode, Anode, Fokussierung)
stellen wir uns einen Strahl monoenergetischer Elek-
tronen her, denen nach der de-Broglie-Beziehung ei-
ne bestimmte Wellenlédnge A zugeschrieben werden
muss. Lassen wir den Strahl bei S; auf einen Leucht-
schirm fallen, so beobachten wir bei scharfer Fokus-
sierung nur einen einzigen, sehr kleinen Leuchtfleck,
der uns den Auftreffpunkt des Elektronenstrahls an-
zeigt (oberes Leuchtschirmbild).

Kathode

Abb. 1.4-14 Elektronenbeugung.



Bringen wir in den Strahlengang eine diinne Folie
eines polykristallinen Korpers (Probe P), so beobach-
ten wir auf dem Schirm S, ein vollstandiges Beugungs-
bild, wie wir es im Fall von Rontgenstrahlen als Debye-
Scherrer-Ringe kennen (mittleres Leuchtschirmbild).
Wenn wir nun die Intensitét des Elektronenstrahls ver-
ringern, so verringert sich auch die Helligkeit der Beu-
gungsringe. Was geschieht aber, wenn die Intensitét
des Elektronenstrahl so stark verringert wiirde, dass
wir nicht mehr von einem Elektronenstrahl, sondern
nur noch von einem Strom einzelner Elektronen spre-
chen konnten? Wire das Elektron tatsachlich gleich-
zeitig eine Welle, so miisste nach dem Durchtritt des
Elektrons durch die Materiefolie auf dem Schirm S;
stets das gesamte Beugungsbild zu erkennen sein. In
Wirklichkeit beobachten wir auf dem Schirm aber nur
einzelne, voneinander unabhingige Lichtblitze, deren
Ort nicht vorhergesagt werden kann. Markieren wir
iber eine ldngere Zeit all diese Auftreffpunkte, wie es
im unteren Leuchtschirmbild angedeutet ist, so erge-
ben sie in ihrer Gesamtheit wieder das vollstindige
Beugungsbild. Hieraus sollten wir lernen, dass es Wel-
len nur fiir die Statistik vieler Teilchen, aber nicht fiir
ein einzelnes Teilchen gibt.

Wir konnen zwar keine exakte Angabe iiber den
Ort machen, an dem das Elektron auftreffen wird,
doch konnen wir etwas aussagen iiber die Wahr-
scheinlichkeit, mit der an einem bestimmten Ort
ein Lichtblitz ein Elektron anzeigen wird. Diese
Wahrscheinlichkeit ist dort grofs, wo bei starkem
Elektronenstrahl ein intensiver Beugungsring zu
beobachten ist, und verschwindend klein an den
Stellen, die zwischen den Beugungsringen liegen.
Da aber die Intensitdt eines Beugungsringes von
der Intensitdt der Welle an diesem Ort, d.h. vom
Quadrat ihrer Amplitude abhingt, konnen wir |y/|?
als Funktion des Ortes als ein Maf3 fiir die Wahr-
scheinlichkeit ansehen, ein Elektron in einem be-
stimmten Raumelement anzutreffen.

Wir haben hier eine Erfahrung gemacht, die im kras-
sen Gegensatz zu den Aussagen der klassischen Me-
chanik steht. Betrachten wir beispielsweise ein Auto,
so konnen wir jederzeit exakt seinen Aufenthaltsort
und seine Geschwindigkeit und damit seinen Impuls
angeben. Gehen wir aber zum atomaren Bereich iiber,
betrachten also beispielsweise ein Elektron, so ist es
uns prinzipiell nicht mehr moglich, Ort und Impuls
des Elektrons gleichzeitig exakt zu ermitteln. Wir wol-
len das an zwei extremen Beispielen erdrtern. Das eine
liefert uns der Beugungsversuch. Unsere monoener-
getischen Elektronen haben einen ganz bestimmten
Impuls, die zugehorige Materiewelle nach der de-Bro-
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glie-Beziehung eine ganz bestimmte Wellenldnge. Der
Ort des Elektrons ist aber unbestimmt. Man sagt, p, A
oder E sind in diesem Fall scharf, die Ortskoordinaten
%, 9, z unscharf.

Das andere Beispiel liefert uns die Betrachtung ei-
nes Wellenpaketes, mit dem wir, wie wir gesehen ha-
ben, den Ort eines Teilchens festlegen konnen. Um die
Ortskoordinaten scharf zu machen, benétigen wir ein
sehr schmales Wellenpaket. Je schmaler das Wellenpa-
ket sein soll, desto breiter ist der Spektralbereich der
Wellenldngen, die zu seinem Aufbau erforderlich sind.
Sie variieren zwischen 1, — AA und Ay + AA. Nach der
de-Broglie-Beziehung ergibt sich eine entsprechende
Unschirfe des Impulses, also auch eine Unschirfe der
Geschwindigkeit und der Energie des Teilchens.

Diese beiden Beispiele verdeutlichen uns die nach
Heisenberg benannte Unschdrferelation:

Je genauer der Impuls eines Teilchens definiert ist,
desto unbestimmter ist sein Ort (Extremfall: mono-
chromatische Welle), und je genauer der Ort eines
Teilchens definiert ist, desto unbestimmter ist sein
Impuls (Extremfall: unendlich schmales Wellenpa-
ket).

Rechnet man den zu A p gehérenden Wellenldn-
genbereich aus, den man benétigt, um ein Wellen-
paket der Ausdehnung Ax aufzubauen, so findet
man

h

Ax-Ap > — (1.4-66)
21

mit der Planck’schen Konstanten /.

Um den Ubergang zur klassischen Mechanik zu er-
kennen, ersetzen wir in Gl. (1.4-66) Ap durch m - Av
und erhalten

Ax- Ay = L
2mm

(1.4-67)
Fiir die makroskopischen Korper ist 2 um sehr viele
Zehnerpotenzen grofler als im atomaren Bereich. Die
rechte Seite von Gl. (1.4-67) ist praktisch gleich null
zu setzen. Damit verschwinden die Unschérfen, und
sowohl Ort als auch Geschwindigkeit und damit die
Energie werden scharf.

Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen wir noch
eine Uberlegung anstellen, die uns zeigt, dass das Ma-
teriewellenfeld nichts gemein hat mit solchen Feldern,
wie wir sie bislang kennen, etwa dem elektrischen oder
dem magnetischen Feld.

Denken wir zuriick an unseren Beugungsversuch
mit einzelnen Elektronen. Das beschleunigte Elektron
hatte einen scharfen Impuls, wir konnten seine Ei-
genschaften durch eine bestimmte Wellenfunktion y
beschreiben, sein Ort war unbestimmt. Wir konn-
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ten nicht vorhersagen, wo es auf den Leuchtschirm
auftreffen wiirde. Dies éndert sich aber schlagartig,
wenn das Elektron durch die Szintillation auf dem
Leuchtschirm seinen Ort zu erkennen gibt. Von die-
sem Augenblick an, d. h. durch die Messung, ist der
Ort scharf geworden. Wiirden wir unmittelbar hinter
den ersten Leuchtschirm S; einen zweiten S, setzen,
so wiirden wir auch auf diesem das Elektron am glei-
chen Ort beobachten. Das Elektron muss jetzt durch
ein schmales Wellenpaket beschrieben werden, das
die Superposition vieler monochromatischer Wellen
unterschiedlicher Wellenlédnge darstellt. Der vor dem
ersten Leuchtschirm noch scharfe Impuls ist durch die
Messung unscharf geworden, die Wellenfunktion y ist
plotzlich in ein Wellenpaket tibergegangen. Eine neu-
erliche Messung des Impulses wiirde nun zu anderen
Werten fithren als vor dem Auftreffen des Elektrons
auf den Leuchtschirm.

Im Gegensatz zu unseren Erfahrungen aus der klas-
sischen Physik hat in der Atomphysik die Messung ei-
nen Einfluss auf das zu messende Objekt.

Elektrische oder magnetische Felder sind der Mes-
sung und Beobachtung unmittelbar zugénglich, sie
dndern sich nicht plétzlich und werden durch die
Messung nicht beeinflusst. Ein Materiewellenfeld hin-
gegen kann man nicht beobachten, das Betragsqua-
drat seiner Amplitude hat die Bedeutung einer Wahr-
scheinlichkeit.

1.4.7 Nachweis niedriger Energieniveaus in Gasen

Nachdem wir uns mit den Eigenschaften der Elektro-
nen und der Photonen beschiftigt haben, wollen wir
diese nun benutzen, um tiber ihre Wechselwirkung
mit Atomen néheren Aufschluss {iber die energeti-
schen Verhiltnisse in der Atombhiille zu erhalten.

Zunichst wollen wir die Wechselwirkung von Elek-
tronen, die wir in einem elektrischen Feld beschleu-
nigt haben, mit Gasen untersuchen. Wir verwenden
dazu die in Abb. 1.4-15 a skizzierte Versuchsanord-
nung. Die Glithkathode K emittiert Elektronen, die
durch eine variable Spannung U} in Richtung auf das
Gitter G beschleunigt werden. Zwischen G und der
Anode A liegt eine geringe Gegenspannung U, die die
durch das Gitter tretenden Elektronen abbremst. Das
Galvanometer zeigt den Strom [ der von K durch das
Gitter nach A gelangenden Elektronen an. Die Roh-
re ist mit Quecksilberdampf niedrigen Druckes ge-
fillt, so dass die Elektronen auf ihrem Weg von K
nach A mit Quecksilberatomen zusammenstofien
konnen.

Abbildung 1.4-15b zeigt nun, wie sich der Elektro-
nenstrom / dndert, wenn wir die Beschleunigungs-
spannung Uy, von null ausgehend allméhlich vergro-

[ [willk. Einh.]

10 15
U, V]

Abb. 1.4-15 Franck-Hertz'scher Versuch; (a) Versuchsanord-
nung; (b) Stromstarke / in Abhangigkeit von der Beschleuni-
gungsspannung U,,.

lern. Zundchst beobachten wir mit wachsendem U
eine Zunahme von I, weil um so mehr Elektronen
durch das Gitter hindurchtreten, je stéirker sie be-
schleunigt worden sind. Die Verhéltnisse sind die glei-
chen wie in einer vollig evakuierten Rohre, die Zu-
sammenstofe mit den Quecksilberatomen miissen al-
so vollig elastisch sein, d. h. ohne Energieverlust ver-
laufen. Uberschreitet U, aber einen Wert von 4.9V,
so fallt der Elektronenstrom stark ab. Ein grofier Teil
der Elektronen hat nicht mehr genug Energie, um die
Gegenspannung zu iiberwinden. Die Elektronen miis-
sen durch inelastische Stofle mit den Quecksilber-
atomen Energie verloren haben. Bei weiterer Steige-
rung von Uy, nimmt [ wieder zu, denn die Elektro-
nen werden nach dem inelastischen Stof8 im Feld zwi-
schen K und G noch einmal beschleunigt. Sobald U},
jedoch 9.8V erreicht hat, fallt der Strom wieder ab.
Nun sind die Elektronen nach dem inelastischen Stof}
bis G wieder so stark beschleunigt, dass sie einen zwei-
ten inelastischen Stof$ mit Quecksilberatomen ausfith-
ren konnen. Das Ganze wiederholt sich noch einmal,
wenn wir U}, von 9.8V bis auf etwas iiber 14.7 V erho-
hen.

Sobald die Beschleunigungsspannung 4.9V tber-
schritten hat, stellen wir fest, dass der Quecksilber-
dampf Licht emittiert, und zwar eine monochroma-
tische Strahlung der Wellenldange 253.6 nm. Die Ener-
gie von Photonen mit einer Wellenlange von 253.6 nm
entspricht genau der Energie von 4.9 eV, die die Elek-
tronen bei ihrem inelastischen Stof$ verlieren. Offen-
sichtlich wird diese Energie beim Stof$ auf das Atom
tibertragen, das dadurch in einen angeregten Zustand
tibergeht, aus dem es dann nach kurzer Zeit (= 10 ns)
unter Lichtemission in den Grundzustand zuriick-
kehrt.
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Abb. 1.4-16 Zur Demonstration von Emissions- und Absorpti-
onsspektrum.

Die entscheidende Erkenntnis, die uns dieser
Franck-Hertz'sche Versuch liefert, besteht darin, dass
die Quecksilberatome nicht beliebige, sondern nur
ganz diskrete Energiebetridge aufnehmen und abge-
ben konnen. Daraus diirfen wir schlieflen, dass die
Elektronen in der Atomhiille des Atoms, die allein fiir
die Wechselwirkung mit den stofienden Elektronen
infrage kommen, ebenfalls nur in diskreten Energie-
zustdnden vorliegen.

1.4.8 Die Spektrallinien der Atome

Wir haben gesehen, dass sich durch Elektronenstof3
Atome zur Lichtemission anregen lassen. Oft gelingt
dies auch schon durch Zufuhr thermischer Energie,
die Gelbfirbung der Flamme eines Bunsenbrenners
durch Natriumsalze ist ein bekanntes Beispiel dafiir.
Ganz allgemein zeigt sich wieder, dass die Atome
nur Licht bestimmter Wellenlédngen zu emittieren ver-
mogen, wir sprechen deshalb von einem Linienspek-
trum. Neben der Emission von Licht beobachten wir
aber auch eine Absorption von Licht, und zwar zei-
gen Emissions- und Absorptionsspektrum die gleiche
Lage der Linien. Der in Abb. 1.4-16 skizzierte Ver-
such zeigt uns das am Beispiel der Natriumlinie. Von
der Bogenlampe L oder der Bunsenbrenner-Flamme F
fallt Licht tiber ein System von Spalten Sp auf ein Pris-
ma, wo es spektral zerlegt wird. Auf einem Schirm S
wird das Spektrum beobachtet. Wird lediglich die Na-
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Abb. 1.4-17 Linienspektrum des atomaren Wasserstoffs; (a) gesamt
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triumflamme als Lichtquelle benutzt, so beobachten
wir auf dem Schirm die gelbe Natriumlinie bei 589 nm.
Verwenden wir allein die Bogenlampe als Lichtquelle,
so sehen wir ein kontinuierliches Spektrum. Bringen
wir jetzt in den Strahlengang der Bogenlampe zusitz-
lich Natriumdampf, indem wir ein Natriumsalz in die
Bunsenbrenner-Flamme streuen, so zeigt sich die Stel-
le im kontinuierlichen Spektrum, an der die Natrium-
linie liegt, als dunkle Linie im hellen Rahmen. Aus dem
Licht der Bogenlampe ist der Teil mit der Wellenldn-
ge 589 nm weitgehend vom Natriumdampf absorbiert
worden.

Die Spektren der Atome bestehen aus sehr vielen
Linien. Besonders iibersichtlich ist das Spektrum des
atomaren Wasserstoffs, das in Abb. 1.4-17a auszugs-
weise wiedergegeben ist. Wir wollen an ihm die we-
sentlichen Merkmale der Linienspektren studieren.
Das Wasserstoffspektrum besteht aus Linien im ultra-
violetten, sichtbaren und infraroten Spektralbereich.
Mit steigender Frequenz zeichnen sich gewisse Héu-
fungsstellen ab.

Bereits 1885 zeigte Balmer, dass sich die Spektral-
linien in Serien ordnen lassen, fiir die sich, wenn
man nicht die Wellenldnge A, sondern die Frequenz v
oder die Wellenzahl 7 = f = 1 als Maf3 verwendet, ein-
fache Gesetzmaifligkeiten ergeben. Es gilt

die Balmer-Formel

(1.4-68)

Dabei sind m und n ganze Zahlen, m ist fiir eine be-
stimmte Serie eine Konstante, # ist stets grofer als .
Die Konstante R heif3t Rydberg-Konstante und hat fir
Wasserstoff den Wert 109 677.578 cm ™.

Abbildung 1.4-17b zeigt die Aufspaltung des Was-
serstoffspektrums in die einzelnen Serien, denen man

tspektrum

.]]

45-1]

es Spektrum, (b) getrennt nach Serien.
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bestimmte Namen gegeben hat:

Lyman-Serie

Balmer-Serie
Paschen-Serie
Brackett-Serie
Pfund-Serie

S 3 3 8 8
I
G W N

Fiir die weitere Diskussion ist es zweckmaflig, die Aus-
driicke

R
T,=-=

(1.4-69)
zu betrachten, die man als Terme bezeichnet. Nach
dem Ritz'schen Kombinationsprinzip (1908) ergeben
sich ndmlich die Wellenzahlen als Differenz zweier
Terme. Deshalb hat es sich bewihrt, ein sog. Term-
schema aufzustellen. Zu diesem Zweck kennzeichnet
man jeden Term durch eine horizontale Linie und ord-
net diese Linien nach wachsender Laufzahl # an, wie
es in Abb. 1.4-18 geschehen ist. Da die Termwerte
umgekehrt proportional dem Quadrat der Laufzahlen
sind, nehmen die Termwerte von oben nach unten zu.
Zun=o0gehort T, =0,zun=1

Nach GI. (1.4-68) und Gl. (1.4-69) lassen sich die Seri-
en des Wasserstoffspektrums darstellen als

g =T,-T, (1.4-70)
speziell also

n=23,...
n=3,4,...

Lyman-Serie v=T, —T;

Balmer-Serie V=T, - T,
usw. Jede einzelne Linie des Spektrums erscheint dem-
nach im Termschema als Differenz zweier Terme, dar-
gestellt als senkrechte Strecke zwischen den Termen.
Alle Linien einer Serie haben denselben Term als Fuf3-
punkt.

Die wesentliche Deutung dieses Termschemas er-
folgte durch Niels Bohr (1913): Bekannt waren
die lichtelektrische Gleichung, das Einstein’sche Fre-
quenzgesetz

hv = el + hv, (1.4-33)
und ihre Deutung (vgl. Abschnitt 1.4.5), die Absorpti-
on des Lichtes in quantenhaften Energiebetrdgen der
Grofle i - v. Multipliziert man nun GL. (1.4-70) oder
Gl. (1.4-68) mit hc

@ Rch

hev =hv =heT, — heT,, = - — (1.4-71)
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Abb. 1.4-18 Termschema des atomaren Wasserstoffs.

dann steht links eine Energie. Folglich miissen die bei-
den Ausdriicke auf der rechten Seite auch Energien
entsprechen:

hv = EEnde - EAnfang (1'4'72)

Die Energien Egyq. und Epnppng werden sog. Ener-
gieniveaus zugeschrieben. Jedem Energieniveau wird
ein Energiezustand des Atoms zugeordnet. Dann ist
die Energie hv einer jeden Spektrallinie gleich der
Differenz zwischen den Energien zweier verschiede-
ner Zustdnde des Atoms. Durch die Absorption von
Licht einer bestimmten Frequenz geht das Atom aus
dem Grundzustand oder einem angeregten Zustand
in einen hoher angeregten Zustand tiber. Andererseits
emittiert das Atom Licht einer bestimmten Frequenz,
wenn es aus einem angeregten Zustand in einen weni-
ger angeregten Zustand oder den Grundzustand zu-
riickfallt.

1.4.9 Das Bohr'sche Modell des Wasserstoffatoms

Es lag nun nahe, die gewonnenen Erkenntnisse aus-
zunutzen, um ein Modell des Wasserstoffatoms auf-
zustellen. Wie wir im Abschnitt 1.4.1 gesehen haben,
sollte nach Rutherford das Wasserstoffatom aus einem
kleinen positiven Atomkern bestehen, um den in wei-



tem Abstand ein Elektron kreist. Bohr iibernahm die-
se Vorstellung, lie§ das Elektron wie ein Planet den
Kern umkreisen, nur dass die Anziehungskrifte elek-
trostatischer Natur, d. h. Coulomb-Krifte sein sollten.
Er wandte die Gesetze der klassischen Mechanik und
der Elektrostatik an. .

Die Anziehungskraft, die Zentripetalkraft |Fp|, ist
also

> 1 e2

F | = = 1.4-73

Bl = o (14-73)
die Zentrifugalkraft |ch| ist

mv?
> R )
|Fp| = = m,°r (1.4-74)
r

mit e als Elementarladung,  Abstand Kern — Elektron,
m, Masse des Elektrons, v Geschwindigkeit des Elek-
trons und @ Winkelgeschwindigkeit. Die Bedingung
fiir das _Zustandekommen einer Kreisbahn ist dann
|Epl = |Egl, d.h.

1 e my™ 2
— = = Mm,rw
dgrey 12 r

(1.4-75)

Wir sehen, dass Bahnradius und Bahngeschwindigkeit
sich gegenseitig bestimmen.

Der Energieinhalt des Wasserstoffatoms setzt sich
additiv aus potentieller (V') und kinetischer (7') Ener-
gie zusammen. Zur Angabe der potentiellen Energie
muss zuvor der Nullpunkt der Energie festgelegt wer-
den. Fiir ihn wéhlt man zweckmaéfligerweise den Zu-
stand, in dem das Elektron unendlich weit vom Kern
entfernt ist. Damit hat das Wasserstoffatom negative
potentielle Energie, und zwar

1 e?

V=-— L= (1.4-76)
dmeg 1

Die kinetische Energie ist

m m
T==-v="/20%=

Lro? (1.4-77)
2 2 2

wenn man das Trédgheitsmoment [ einfiihrt.
Die Gesamtenergie ergibt sich damit zu

1

E=V+T=-
4”80

62 e
=t == —+ze
r r

Beriicksichtigt man die Bahnbedingung Gl. (1.4-75),
so folgt

1 2 1 e 1

2
£ (1.4-79)

E = — - —_—=
dme, 2r 8mey 1

e
dmey 1
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Nach GL (1.4-75) und GI. (1.4-79) miusste das Elek-
tron je nach seiner Geschwindigkeit beliebige Bahn-
radien und auch beliebige Energiewerte annehmen
konnen. Dies stiinde aber in krassem Gegensatz zu
den Erkenntnissen, die aus den in Abschnitt 1.4.7
und 1.4.8 mitgeteilten Experimenten gewonnen wor-
den waren. Auflerdem stellt das kreisende Elektron
eine periodisch bewegte elektrische Ladung dar, die
nach den Gesetzen der Elektrodynamik in ihrer Um-
gebung ein elektromagnetisches Wechselfeld erzeu-
gen miisste, das sich vom Ort seiner Entstehung mit
Lichtgeschwindigkeit ausbreiten und Energie trans-
portieren miisste. Diese Energie miisste dem strah-
lenden System entnommen werden. Nach Gl. (1.4-79)
wiirde eine Energieabgabe zu einer Verringerung des
Radius fiihren, d. h. das Elektron miisste auf einer Spi-
ralbahn in den Kern stiirzen. Wie die Erfahrung aber
zeigt, muss es einen Zustand geben, in dem das Elek-
tron strahlungslos umlaufen kann.

Um diese Schwierigkeiten zu tiberwinden, postu-
lierte Bohr, dass die in Abschnitt 1.4.5 besproche-
ne, auf Planck zuriickgehende Erkenntnis, dass die
Wirkung nur in ganzzahligen Vielfachen # von 4
auftreten kann, auch auf die Bewegung des Elek-
trons um den Kern angewendet werden miisse und
dass ein auf der Kreisbahn umlaufendes Elektron
nicht strahlt.

Wihrend der Kreisbewegung dndert sich der Impuls
p nicht, die Lagekoordinate g wiederholt sich nach
jedem Umlauf. Folglich muss fiir den stationdren Zu-
stand gelten

+pdq=n-h n=1,2,... (1.4-80)

Beriicksichtigen wir, dass fiir die Kreisbewegung gilt

P=M. V=M, T ® (1.4-81)
dg=r-d®, mitdem Winkel ® (1.4-82)
so folgt

+mer2w dd=n-h (1.4-83)
2

merzw J ddo=n-h (1.4-84)
0

mor*w2m =n-h (1.4-85)

Das besagt, dass der Drehimpuls |i| eines Elektrons auf
seiner Bahn,

2. w=n- (1.4-86)

= h
ll=m,-r —
I ¢ 21

77



78

1 Einfiihrung in die physikalisch-chemischen Betrachtungsweisen, Grundbegriffe und Arbeitstechniken

nur ein ganzzahliges Vielfaches von Lﬂ sein darf
(s. Abschnitt 3.1.4). Vereinigen wir diese Gleichung
mit der Bahnbedingung Gl. (1.4-75), so erhalten wir

2 1 e2 n2h?

= 1.4-87
4m2m?rt ( )

ey m,r3

Damit sind keine beliebigen Werte fiir r mehr méglich,
sondern nur noch solche, fiir die gilt

27,2
_gn'h

- 2
Tmge

n=1,2,... (1.4-88)

Um einen Eindruck von der Grofie dieses Bahnradius
zu gewinnen, setzen wir die bekannten Werte fiir g,
m,, h und e ein und erhalten dann fiir n = 1, d. h. fiir
die kernnichste Kreisbahn, r; = 5.292 - 102 cm.

Kombinieren wir GI. (1.4-88) mit GL. (1.4-79), so er-
halten wir fir die Energie

E,=——%— n=1,2,..

_ e (1.4-89)

Nun sind auch keine beliebigen Energiewerte mehr
zugelassen, vielmehr gibt es nur von der sog. Haupt-
quantenzahl n abhingige diskrete Energiezustinde,
wie wir es auch aus dem Spektrum des atomaren Was-
serstoffs geschlossen hatten. Zum Vergleich mit den
Spektren schreiben wir Gl. (1.4-89) um in

1

E, = ——ZEA (1.4-90)
n
mit
4
m.e
E, = —=% (1.4-91)
A 883}12

Der Sprung eines Elektrons von einer Bahn hoéherer
Quantenzahl (n,) auf eine solche niedrigerer Quan-
tenzahl (n,) ist dann verbunden mit einer Energieén-
derung

n
1 2

Beachten wir ferner, dass AE = /1 - v ist, so ergibt sich

hv = 7 2 2
c ny n;,

E
g=a( Ll (1.4-94)
hC n%

(1.4-93)

Y
SN ) e

Dieser Ausdruck ist identisch mit der bei der Diskus-
sion der Spektren abgeleiteten Gl. (1.4-68). Durch Ko-
effizientenvergleich finden wir

R = Ea (1.4-95)

hc
E, ist nach den angestellten Uberlegungen die Energie
des Elektrons in der dem Kern am néchsten gelegenen
Bahn (n = 1). Es ist gleichzeitig der niedrigste Energie-
zustand, der moglich ist, d. h. die Energie des Grund-
zustandes. Da als Bezugszustand fiir die Energie die
vollige Trennung von Kern und Elektron angenom-
men worden ist, stellt £, andererseits diejenige Ener-
gie dar, die dem Wasserstoffatom zugefithrt werden
muss, um das im Grundzustand befindliche Elektron
ganz vom Kern zu trennen, es ist die lonisierungsener-
gie. Nach Gl. (1.4-95) ist die Rydberg-Konstante eng
mit der Ionisierungsenergie verbunden. Da E, nach
Gl. (1.4-91) aus den sehr genau bekannten Konstanten
m,, e und /& berechenbar ist, gibt GI. (1.4-95) die Mog-
lichkeit, auch R zu berechnen. Der auf diese Weise er-
mittelte Wert ist in bester Ubereinstimmung mit dem
aus spektroskopischen Daten nach Gl. (1.4-68) gewon-
nenen.

So erfolgreich die Bohr’sche Theorie auch bei der
Beschreibung des Spektrums des Wasserstoffatoms
und der Spektren wasserstoffahnlicher Ionen wie He™,
Li>* u.dgl. (siehe Abschnitt 3.2.1) war, gelang es
doch nicht, auf der gleichen Grundlage das Spek-
trum des Heliums oder gar schwererer Atome ex-
akt zu beschreiben. Die alleinige Anwendung der drei
Bohr’schen Postulate: Giiltigkeit der klassischen Me-
chanik und Elektrostatik, Ungiiltigkeit der Elektrody-
namik hinsichtlich ihrer Aussagen tiber die Strahlung
einer beschleunigten Ladung und Hinzunahme der
Quantenbedingung fiihrt nur bei sehr einfachen ato-
maren Gebilden zum Ziel. Nach den Kenntnissen, die
wir in Abschnitt 1.4.4 iiber die Eigenschaften des Elek-
trons gewonnen haben, wundert uns dies nicht. Si-
cherlich ist es notwendig, bei einer widerspruchsfrei-
en, umfassenden Theorie die Welleneigenschaften der
Elektronen zu beriicksichtigen.

1.4.10 Die Schrodinger-Gleichung

Das Bohr’sche Atommodell ist fiir uns von seinem
Ansatz [Gl. (1.4-75)] her einleuchtend und anschau-
lich, ist es doch die Ubertragung des von uns mit
unseren Sinnen unmittelbar wahrnehmbaren, makro-
skopischen Geschehens auf atomare Dimensionen.
Dies gilt schon nicht mehr fiir die Einfithrung der
Bohr’schen Postulate. Wenn wir uns nun mit der
Schrodinger-Gleichung der Wellenmechanik zuwen-



den, so geht die Anschaulichkeit zunéchst vollig ver-
loren.

Bei der Diskussion des Dualismus Welle-Partikel
(Abschnitt 1.4.6) haben wir bereits tiber das Wesen
und die Eigenarten der Materiewellen gesprochen.
Wir haben gesehen, dass weniger die orts- und zeit-
abhingige Wellenfunktion y als vielmehr ihr Betrags-
quadrat |¢|? von Interesse ist, da dieses ein Maf} fiir
die Wahrscheinlichkeit ist, ein Teilchen anzutreffen.
Solange wir uns mit den stationdren Zustinden im
Atom oder in einem Molekiil befassen, konnen wir uns
auf die Ortsabhéingigkeit von y beschrianken. Haben
wir es jedoch mit Prozessen wie der Strahlung zu tun,
so miissen wir auch die Zeitabhéngigkeit von y disku-
tieren (vgl. Abschnitt 3.4.2).

Es sei vorausgeschickt, dass es eine Ableitung fiir
die der Wellenmechanik zugrundeliegende Schrodin-
ger-Gleichung in dem Sinne, wie wir im Vorhergehen-
den neue Beziehungen aus bekannten abgeleitet oder
aus Modellen entwickelt haben, nicht gibt. Inspiriert
durch die Gedanken de Broglies und angesichts der
1926 bereits vorhandenen experimentellen und theo-
retischen Erkenntnisse, die wir in den vorangehenden
Abschnitten besprochen haben, hat Schrédinger die
nach ihm benannte

zeitunabhdngige Schrodinger-Gleichung

8m2m

Ay + 2

(E-V)y=0 (1.4-96)

aufgestellt, ohne dass es von vornherein sicher war,
dass die gedanklichen Verkniipfungen, auf die wir wei-
ter unten eingehen werden, berechtigt sind.

In dieser Gleichung bedeutet

0> 92

A:VQ_i iU
0y* 022

=2 (1.4-97)
den Laplace’schen Differentialoperator, V den Nabla-
Operator (bzgl. Operator s. Mathematischer An-
hang D), der die entsprechende erste Ableitung repra-
sentiert, y ist die Wellenfunktion, m die Masse des
Teilchens, E seine Gesamtenergie und V seine poten-
tielle Energie.

In der Thermodynamik haben wir uns langst daran
gewohnt, dass es die Hauptsitze gibt, die wir nicht ab-
leiten oder beweisen konnen. Ihre Richtigkeit ergibt
sich daraus, dass wir keine Ausnahmen von den Aus-
sagen dieser Hauptsitze kennen. In dhnlicher Weise
sollten wir mit der Schrédinger-Gleichung verfahren,
um den Schwierigkeiten aus dem Wege zu gehen, die
uns der Dualismus Welle-Partikel in der sinnlichen

1.4 Einfiihrung in die Quantentheorie

Wahrnehmung bereitet. Das Entscheidende ist nicht
der Weg zum Formelgebédude, sondern dessen Bewéh-
rung zur Beschreibung der beobachteten Phanomene.

Eingedenk dieser Einsicht konnen wir uns aller-
dings die Formulierung der Schrodinger-Gleichung
verstandlich machen, wenn wir ausgehend vom Dua-
lismus Welle-Partikel akzeptieren, dass die Bewegung
eines Teilchens auch durch eine Wellenfunktion be-
schreibbar sein muss (Abschnitt 1.4.6). Denken wir an
das Wasserstoffatom, so handelt es sich um die Be-
wegung des Elektrons um das Proton. Da das Was-
serstoffatom stabil ist, muss es in einem stationdren
Zustand vorliegen. Im Wellenbild werden stationire
Zustdnde durch ,stehende Wellen beschrieben (vgl.
Lehrbiicher der Physik). Beschrinken wir uns auf den
rdumlichen Anteil und den eindimensionalen Fall, so
wird die ,stehende” Welle beschrieben durch

— p2mix/A _ 2Lx P le 5
v(x)=e <cos 3 + isin ) ) (1.4-98)

Hierbei ist A die Wellenldnge, x die Ortskoordinate,
und i ist definiert durch i?> = —1. Durch Differentiation
erhalten wir

dy) _ 2 smiv/)

1.4-99
b ; ( )
d2 2 .
dl//(zx) __ (2/1_ﬂ> 2mix/A (1.4-100)
X

Die betrachteten stehenden Wellen erfiillen also die
Gleichung

d*y(x) + <2n

2
— =0 1.4-101
=+ (5) v (14-101)
Jetzt berticksichtigen wir die de-Broglie-Beziehung
1=tk (1.4-102)
p m-v

mit deren Hilfe wir die kinetische Energie T" ausdrii-
cken konnen als

2

1.4-1
2 2 mA ( 03)

Verkniipfen wir nun die Wellengleichung (1.4-101)
mit GI. (1.4-103), so erhalten wir

Py () N 8m’m
dx? h?
Die kinetische Energie T lésst sich als Differenz aus

Gesamtenergie E und potentieller Energie V' darstel-
len, so dass

d*y(x)
dx?

Ty(x) =0 (1.4-104)

811%m

+ = (E=V)y) =0 (14-105)
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ist. Gleichung (1.4-105) ist nichts anderes als der
eindimensionale Fall der Schrodinger-Gleichung
Gl. (1.4-96). Es muss aber noch einmal klar zum Aus-
druck gebracht werden, dass die durchgefiihrte Uber-
legung kein Beweis fiir die Richtigkeit der Schrodin-
ger-Gleichung ist.

Wenn wir die Schrodinger-Gleichung auf ein Pro-
blem anwenden, so heifit dies, dass wir, ausgehend
von einer Modellvorstellung, die Masse m des be-
trachteten Teilchens und die potentielle Energie V, die
wir nach den Methoden der klassischen Physik ermit-
teln, in Gl. (1.4-96) einsetzen und dann durch Lésen
der Differentialgleichung eine Aussage iiber die Wel-
lenfunktion ¥ und die Energie E erwarten, die das
Verhalten des Teilchens beschreiben. Es handelt sich
hier um ein rein mathematisches Problem, und es ist
der Zweck dieses und der noch folgenden Abschnit-
te 1.4.11 bis 1.4.15, uns anhand ganz einfacher Bei-
spiele einen Einblick in die Verfahrensweise zu ver-
schaffen. Wir werden dabei sehen, dass es sich um et-
was vollig anderes handelt, als wir es bisher kennenge-
lernt haben. Wir werden erfahren, was mathematisch
und physikalisch hinter einigen Begriffen, wie bei-
spielsweise Entartung oder Durchtunnelung, steckt,
die heutzutage schon in den einfachsten Einfiihrungs-
texten in die Chemie verwendet werden. Andererseits
werden wir fiir das freie Teilchen und das Teilchen im
Kasten Beziehungen ableiten, die wir in spéteren Kapi-
teln, besonders im Kapitel 4 fiir die statistische Ther-
modynamik benétigen.

Zunichst miissen wir jedoch noch einige allgemeine
Fragen zur Schrédinger-Gleichung erldutern.

Wir haben gesehen (Gl. (1.4-101) bis (1.4-105)), wie
man formal von der Gleichung fiir eine stehende Wel-
le zur Schrodinger-Gleichung kommt. Es gibt noch ei-
nen weiteren Weg von der klassischen Mechanik zur
Wellenmechanik, der nattirlich ebensowenig eine Ab-
leitung oder ein Beweis fiir die Schrodinger-Gleichung
ist, der uns aber zu einer einfachen, spater haufig ver-
wendeten Schreibweise fiihrt.

Fir die Gesamtenergie eines Teilchens kdnnen wir
schreiben

1
E=T+V= Em(vi +V§, +V§)+ V(x, y,z) (1.4-106)
oder
E=T+V=-"1(p24p>+p))+V(x, 5,2) (14-107)
2m X y z

Die Energie lésst sich also darstellen als Funktion der
Impulskoordinaten p,, p, und p, und der Ortskoor-
dinaten %, y und z:

E=H, ... ) (1.4-108)

s Pxr -

Diese Funktion bezeichnet man als Hamilton-
Funktion. Fithrt man nun die Substitution

o

1.4-109
2771 0% ( )

Py~

ein, ersetzt man also den Impuls p, durch den Ope-
h o « .
rator -— -, so erhélt man mit

iox’
_‘i
’ 271169&"

den Hamilton-Operator. Die Schrodinger-Glei-
chung lautet mit ihm

H=H <x (1.4-110)

E-y=Hy. (1.4-111)

Dabei miissen wir beriicksichtigen, dass pi dann
2

2
durch — <£> 0—2 zu ersetzen ist. Beachten wir die
27 ox

Gl. (1.4-107), (1.4-108) und (1.4-109), so konnen wir
Gl. (1.4-111) ausfihrlicher schreiben:
0% 0%
—_— + —_—
0y?  0z? > v

_ 1 ARYE:
E“”‘z_m<_(%>><@+
(1.4-112)

+ Vi, 9,2y

was wir umstellen konnen zu

52
— +
<ax2
(1.4-113)

Diese Gleichung ist identisch mit Gl. (1.4-96). Das
heif3t, dass Gl. (1.4-96) und Gl. (1.4-111) dquivalen-
te Formulierungen der Schrodinger-Gleichung sind.
Welche Formulierung wir verwenden werden, hangt
von dem speziell betrachteten Fall ab. Oft wird zur
Vereinfachung

92 02 8m’m
W*@)w p EmVE 2 y=0

L3

n (1.4-114)
27

eingefithrt. Wir wollen diesem Brauch folgen und
schreiben im Folgenden fiir

die Schrodinger-Gleichung

Ay + 271—’;1(15 - Vg =0 (1.4-115)
Wenden wir sie in der Form
E-y=Hy (1.4-111)



an, dann beachten wir die Substitution

h o
Py = W (1.4-116)
Um in den spéteren Abschnitten den Kontext nicht
durch mathematische Erorterungen zerreiflen zu
missen, wollen wir noch einige haufig wiederkehren-
de Fragen erdrtern, spezielle Probleme sind im Mathe-
matischen Anhang behandelt.

Wir werden feststellen, dass die Wellenfunktionen
nur bis auf einen konstanten Faktor bestimmt sind.
Nun soll aber, wie wir im vorangegangenen Abschnitt
gesehen haben, ||? ein Maf3 fiir die Wahrscheinlich-
keit sein, das Teilchen anzutreffen. Dann muss die Ge-
samtwahrscheinlichkeit, d.h. das Integral iiber ||
iiber den gesamten Raum r genommen, gleich eins
sein. Das besagt, dass, selbst wenn man den Ort des
Teilchens nicht genau angeben kann, sich das Teilchen
irgendwo im Universum aufhalten muss:

Wir nennen

J lyl*dr =1 (1.4-117)

das Normierungsintegral.

Wir miissen also den konstanten Faktor so bestimmen,
dass Gl. (1.4-117) erfiillt ist. Ist dies der Fall, so nen-
nen wir die Wellenfunktion normiert. Fiihren wir nun
eine Dimensionsbetrachtung durch, so erkennen wir
aus Gl. (1.4-117):

|w|?> ist eine Wahrscheinlichkeitsdichte (Wahr-
scheinlichkeit pro Volumen).

In vielen Fillen wird die Wellenfunktion nicht reell,
sondern komplex sein. Die uns besonders interessie-
rende Wahrscheinlichkeitsdichte ||? ist dann durch
das Produkt aus der Wellenfunktion ¢ und der dazu
konjugiert komplexen Funktion y* gegeben:

yoyt =yl
Damit GL. (1.4-117) erfiillt werden und || eine phy-

sikalische Bedeutung haben kann, muss die Wellen-
funktion drei Bedingungen erfiillen:

(1.4-118)

1. y muss stetig sein und eine stetige erste Ab-
leitung besitzen. In der y-Funktion diirfen also
keine Spriinge oder Knicke auftreten.

2. y muss eine eindeutige Funktion sein. Zu ei-
nem Satz der unabhingigen Variablen darfes al-
so nur einen y-Wert geben.

1.4 Einfiihrung in die Quantentheorie

3. wmuss tiberall endlich sein und gegen null stre-
ben, wenn die Ortskoordinaten unendlich wer-
den.

Wir werden haufiger vor die Aufgabe gestellt werden,
etwas iiber eine Eigenschaft eines Systems oder Teil-
chen auszusagen, die sich nicht wie die Energie un-
mittelbar aus der Losung der Schréodinger-Gleichung
ergibt. Beispiele dafiir sind die potentielle Energie V'
oder der Impuls p. Wir wollen zunichst die potenti-
elle Energie betrachten, von der wir wissen, dass sie
eine Funktion der Ortskoordinaten ist. Der Einfach-
heit halber wihlen wir den eindimensionalen Fall, die
Wellenfunktion ist also nur abhéngig von der Koordi-
nate x.

Die Wahrscheinlichkeitsdichte o(x) ist dann mit
Gl (1.4-118)

ly()|* = y* @) y(x) = o(x) (1.4-119)
wobei vorausgesetzt ist, dass die Wellenfunktion
normiert ist.

Dann ist die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen zwi-
schen x und x + dx anzutreffen, o(x) dx. Wollen wir
nun den Mittelwert (V') der potentiellen Energie er-
mitteln, dann miissen wir jeden Wert V(x) mit der
Wahrscheinlichkeit multiplizieren, das Teilchen an
dieser Stelle anzutreffen, und tiber alle x-Werte inte-
grieren. Wir nennen diesen Mittelwert

Erwartungswert (V')

+oo +0o
(V)= J V(x)o(x)dx = J v x)V(x)y(x) dx

(1.4-120)

sofern die Wellenfunktion normiert ist. Andern-
falls gilt anstelle von Gl. (1.4-120)

Y@ VEwx) dx

V)=—m
“e VT (x) dx

(1.4-121)

wie es einer {iblichen Mittelwertbildung entspricht.
Im Fall der potentiellen Energie liegen die Verhalt-
nisse sehr einfach, weil wir in Gl (1.4-120) die po-
tentielle Energie nur mit der Wahrscheinlichkeit zu
multiplizieren brauchen. Man nennt V(x) deshalb ei-
nen multiplikativen Operator. Ohne néhere Begriin-
dung wollen wir hier festhalten, dass GI. (1.4-120) bzw.
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Gl. (1.4-121) auch anwendbar sind, wenn wir den Er-

wartungswert einer physikalischen Grofie A berech-

nen wollen, deren Operator A, etwa wie beim Impuls
h 0

px) = ——

- (1.4-109)
2711 0x

nicht multiplikativ ist. Wir missen nur auf eines ach-
ten:

Wir miissen den Operator A zundchst auf ¢ anwen-
den, bevor wir mit y* multiplizieren und integrie-
ren:

v @Ayl dx
T Y@y de

(A) = (1.4-122)

Es gibt eine weitere Schreibweise, die sich spiter,
insbesondere bei der Behandlung der Mehrelektro-
nensysteme, bewdhren wird.

Man schreibt fiir eine Wellenfunktion

ket (1.4-123)

vy = lyy)

und fiir eine konjugiert komplexe Wellenfunktion
zur Wellenfunktion v,

¥y = (y,| ,bra” (1.4-124)

Die Kombination ,bra“ ,ket” ist die Abkiirzung fiir
ein Integral:

(Yalyy) = J Yyyndr (1.4-125)

Ersichtlich ist im Falle einer normierten Wellen-
funktion y,

(vilyq) = J yiydr =1

Fur die Wahrscheinlichkeitsdichte, bei der man nur
eine Multiplikation ausfiihrt, schreibt man
lyXyl=p (1.4-126)

Fiir den Erwartungswert eines Operators A gilt

(A) = (ylAly)

(1.4-127)
bei einer normierter Wellenfunktion y
Andernfalls ist
) A
(A) = WAl (1.4-128)
(yly)

In dem Ausdruck fiir den Erwartungswert des Ope-
rators wirkt der Operator nur nach rechts auf , ket".

Zum Abschluss der einfiihrenden Betrachtungen tiber
die Quantentheorie wollen wir uns mit einigen ein-
fachen Anwendungen der Schrodinger-Gleichung be-
schiftigen, die uns die Besonderheiten der quanten-
mechanischen Ergebnisse vor Augen fiihren sollen.
Zuvor sollten wir uns jedoch noch an eines erinnern:

Als wir im Abschnitt 1.4.6 den Dualismus Welle-
Partikel besprochen haben, haben wir dem Be-
tragsquadrat der Wellenfunktion die Angabe ei-
ner Wahrscheinlichkeit zugeschrieben. Von Wahr-
scheinlichkeit kann man aber nur sprechen, wenn
eine grofle Anzahl von Ereignissen vorliegt. Die
Welleneigenschaften ergeben sich also nur bei der
momentanen Beobachtung des Verhaltens vieler
Teilchen oder bei sehr vielen Beobachtungen an
einem Teilchen. Deshalb ist es falsch, einem Teil-
chen eine Welle zuzuschreiben. Dies miissen wir
stets bedenken, wenn wir im Folgenden in eigent-
lich nicht korrekter Weise von der Behandlung ei-
nes freien Teilchens oder eines Teilchens im Kas-
ten oder Potentialtopf sprechen, da die Schrodin-
ger-Gleichung die Masse 71 und die Energie E eines
Teilchens enthilt.

1.4.11 Die Behandlung eines freien Teilchens

Als erstes Beispiel behandeln wir ein freies Teilchen,
d.h. ein solches, das sich in einem potentialfreien
Raum (V = 0) bewegt. Um das Problem noch weiter
zu vereinfachen, wollen wir uns auf den eindimensio-
nalen Fall beschrinken. Die Schrédinger-Gleichung
(GL. 1.4-115) lautet fir dieses Beispiel

j%’ + 271_7;15. w=0 (1.4-129)
Zur Vereinfachung setzen wir

k= %(2mE)1/2 (1.4-130)
und erhalten

:1127‘/2’ + 12y =0 (1.4-131)

Zur Losung machen wir den Losungsansatz
y = eb* (1.4-132)
substituieren ihn in GI. (1.4-131)

b*eb* 4 k2eb* =0 (1.4-133)



und erhalten zur Bestimmung von b

PP+k*=0 (1.4-134)

b = +ik (1.4-135)
Wir finden also zwei Losungen

y, =elk* (1.4-136)

Yy = e ikx (1.4-137)

Die allgemeine Losung muss zwei Integrationskon-
stanten enthalten. Wir erhalten sie (vgl. Mathemati-
scher Anhang N) als Summe der mit einer beliebigen
Konstanten multiplizierten Teillosung
y=A- ek B.ek* (1.4-138)
Um die physikalische Bedeutung dieses Ausdruckes zu
verstehen, betrachten wir zuniachst den Fall, dass B=0

ist. Wir fragen nach dem Impuls des Teilchens. Nach
GL (1.4-109) und GI. (1.4-122) ist

Jv [22y] ax
Jy*ydx
jAe_ikx . ?ik - Aelkr dy

= VIR = hk (1.4-139)

(px) =

Wir sehen, dass wir ein Teilchen mit positivem Impuls
in der x-Richtung haben, d.h. ein Teilchen, das sich
in der positiven x-Richtung bewegt. Fiir den Fall, dass
A = 0 ist, erhalten wir

(py) = —hk

Das Teilchen bewegt sich in der negativen x-Richtung.
k kénnen wir nun wieder durch GI. (1.4-130) substitu-
ieren und finden

(1.4-140)

[(p,)| = hk = (2mE)!/? (1.4-141)

Als néchstes fragen wir nach der Wahrscheinlichkeits-
dichte, die uns durch Gl. (1.4-119) gegeben ist. Bei der
Berechnung beachten wir, dass nach der Euler’schen
Gleichung

e** = cos kx + isin kx (1.4-142)

ist. Somit ist

w-y* = A%(cos kx +1i sin kx)(cos kx —i sin kx) = A2
(1.4-143)
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bzw.

v - y* = B (1.4-144)
In beiden betrachteten Fillen ist die Wahrscheinlich-
keitsdichte unabhingig von x. Das bedeutet, dass wir
fir jeden x-Wert die gleiche Wahrscheinlichkeit ha-
ben, das Teilchen anzutreffen; der Ort des Teilchens
ist also vollig unbestimmt. Sein Impuls hingegen ist
nach GL. (1.4-140) scharf, ebenso nach der de-Broglie-
Beziehung Gl. (1.4-15) die de-Broglie-Wellenlinge

(1.4-145)

Demnach ist Ap, = 0 und Ax = o0, so dass die Hei-
senberg’sche Unschirferelation nicht verletzt wird.

Eine einfache Betrachtung (Mathematischer An-
hang N) ergibt, dass eine Losung von Gl. (1.4-129)
auch durch

¢ = Asinkx + Bcoskx (1.4-146)

mit den frei wihlbaren Konstanten A und B gegeben
ist. Sowohl die Sinus- als auch die Cosinus-Funktion
stellen eine Uberlagerung von zwei Teilchenstrahlen
gleicher Intensitdt dar, wie im Mathematischer An-
hang N gezeigt ist. Berechnen wir jetzt die Wahr-
scheinlichkeitsdichte, so finden wir sowohl fiir die
Funktion A - sin kx (B = 0), als auch fiir die Funktion
B-cos kx (A =0) oder die y-Funktion der Gl. (1.4-146)
eine sinusformige Abhédngigkeit von der Ortskoordi-
nate. Dies ist darauf zuriickzufiihren, dass sich durch
Interferenz der beiden gegeneinander laufenden de-
Broglie-Wellen stehende Wellen ausbilden.

Die Losung der Schrodinger-Gleichung (1.4-129)
konnte durchgefithrt werden ohne jede Beschrankung
in der Wahl von k. Das bedeutet, da nach GlI. (1.4-130)

h2k?

JE = (1.4-147)
2m

ist, dass die kinetische Energie des Teilchens — potenti-
elle Energie wurde ja ausgeschlossen — jeden positiven
Wert annehmen kann.

Diese Erkenntnis ldsst uns jetzt verstehen, wes-
halb sich, worauf im Text noch nicht ndher einge-
gangen wurde, an die Seriengrenze der Atomspek-
tren ein Kontinuum anschlief3t (vgl. Abb. 1.4-17 und
Abb. 1.4-18). Solange das Elektron noch dem Atom-
verband angehort, liegt es nach den geschilderten
experimentellen Ergebnissen und den noch zu be-
handelnden theoretischen Uberlegungen (vgl. Ab-
schnitt 3.2) in diskreten Energiezustinden vor. Sobald
es aber den Atomverband verlassen hat, befindet es
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sich im potentialfreien Raum und kann deshalb jede
beliebige Energie annehmen.

1.4.12 Die Behandlung eines Teilchens im
eindimensionalen Kasten

Als zweites Beispiel wollen wir den Fall behandeln,
dass sich ein Teilchen in einem potentialfreien Kasten
befindet, sich also nicht mehr frei bewegen kann. Auch
hier wollen wir zur Vereinfachung den eindimensiona-
len Fall annehmen.

Zunichst wenden wir uns der klassischen Be-
trachtungsweise zu. Die Bewegung erfolgt lings der
x-Koordinate. An den Koordinatenpunkten x = 0 und
x = a befinden sich feste Winde. Der Massepunkt be-
wege sich mit der Geschwindigkeit v, und dem Im-
puls py = m - v, nach rechts. Bei x = a wird er elas-
tisch reflektiert, seine Geschwindigkeit ist daraufhin
—V, sein Impuls —p,,. Bei x = 0 erfolgt wieder elas-
tische Reflexion. So fliegt das Teilchen in dem Kasten
standig hin und her. Abbildung 1.4-19 veranschaulicht
die Verhéltnisse im p, x-Diagramm.

Die Rechteckskurve wird im Uhrzeigersinn durch-
laufen. Die senkrechten Teile geben die Geschwindig-
keits- und Impulsumkehr bei der Reflexion wieder.
Die Bewegung des Teilchens zwischen den Winden
erfolgt kraftefrei, denn der Kasten sollte potentialfrei
sein. Die Gesamtenergie ist deshalb gleich der kineti-
schen Energie.

1 5 1 5
E=>-mvi=— 1.4-148
O 2m Po ( )

2

Wenden wir uns nun der wellenmechanischen Be-
trachtungsweise zu. Auch hier nehmen wir an, dass in-
nerhalb des Kastens (0 < x < a) auf den Massepunkt
kein Potentialfeld einwirkt (V' = 0). Die Winde bei
x =0 und x = a erzeugen wir dadurch (vgl
Abb. 1.4-20), dass wir an diesen Stellen das Poten-
tial diskontinuierlich auf einen Wert von V) = oo an-
steigen lassen. Wir unterscheiden demnach folgende
Gebiete

I x<0 mit V = oo
II 0<x<a mitV =0
111 a<x mitV = o0.
7 —
=
%
Y
gl f——

Abb. 1.4-19 Bewegung eines Teilchens im linearen Kasten,
klassische Betrachtungsweise.

In den Gebieten I und III lautet die Schrodinger-Glei-
chung

P’y 2

m
- + ﬁ(E — )y =0 (1.4-149)
Diese Gleichung kann nur durch
v=0 (1.4-150)

erfiillt werden. Dann ist auch |¢|? = 0, das Teilchen
existiert in diesen Gebieten nicht.

Im Gebiet II lautet die Schrodinger-Gleichung wie
im Fall des freien Teilchens in Abschnitt 1.4.11

‘:7‘2’ + %Ew =0 (1.4-129)
Wir fithren wieder ein

k= %(2mE)1/2 (1.4-130)
und erhalten als allgemeine Losung

¥ = Asin kx + Bcos kx (1.4-146)

Ein wesentlicher Unterschied gegentiber der Behand-
lung des freien Teilchens ergibt sich aus der Forde-
rung, dass y eine kontinuierliche Funktion sein muss.
Wegen Gl. (1.4-150) muss ndamlich fiir die Schrédin-
ger-Gleichung des Gebietes II ebenfalls gelten

w(©0)=0 (1.4-151)

y(a) =0 (1.4-152)

Gleichung (1.4-146) und GL. (1.4-151) lassen sich nur
in Einklang bringen, wenn gilt

B=0 (1.4-153)

— | —> I

=

|
0 da X

Abb. 1.4-20 Potentialtopfmodell.



Gleichung (1.4-152) fordert, dass

y(a)=A -sin(k-a)=0 (1.4-154)
was nur moglich ist, wenn

kea=n-n n=0,1,2,3,... (1.4-155)

k=22 n=0,1,23.. (1.4-156)

Im Gegensatz zur Behandlung des freien Teilchens
sind jetzt nicht mehr alle k-Werte zugelassen. Die
Randbedingungen Gl. (1.4-151) und Gl (1.4-152)
haben dazu gefiihrt, dass nur noch solche k-Werte
erlaubt sind, die GI. (1.4-156) erfiillen. Damit wer-
den die erlaubten Losungen der Schrodinger-Glei-
chung (1.4-129)

w, =A-sin (”a—”x> n=0,1,2,3, ... (14-157)

und die zugehorigen sog. Eigenwerte der Energie
nach GI. (1.4-130)

242 2
En=k—h= h nr n=0,1,2,3, ...
2m  8ma?

(1.4-158)

Es bleibt uns noch die Aufgabe, die Wellenfunkti-
on GI. (1.4-157) auf 1 zu normieren. Es muss nach
Gl (1.4-117)

+oo a
J ly|? dx = A2 J sin? (ﬂx> dx=1 (1.4-159)
a
Y 0
sein.

Wir substituieren

u=""y (1.4-160)
a
und erhalten
a ni
Jsin2 (Mx) dx = 2% J sin® udu
a ni
0 0
T
=£Jsin2udu=g'£ =2
b4 T 2 2
0
(1.4-161)

(bzgl. des letzten Schritts s. Mathematischer An-
hang I).
Daraus folgt mit Gl. (1.4-159)

A=14/-
a

(1.4-162)

1.4 Einfiihrung in die Quantentheorie

wobei wir allerdings beriicksichtigen miissen, dass fiir
n = 0 die Wellenfunktion nicht normierbar und damit
physikalisch unsinnig ist.

Wir kdnnen also zusammenfassen: Fiir das Teilchen
im eindimensionalen Kasten ergeben sich

v, = \/Esm M n=1,2,3,... (14-163)
a a

h> 5
g, = -n
" 8ma?

n=1,2,3,... (14-164)

Wihrend nach GL. (1.4-148) das Teilchen in der klas-
sischen Betrachtungsweise jeden beliebigen Energie-
wert annehmen konnte, sind nach der quantenmecha-
nischen Berechnung nur diskrete, von der Quanten-
zahl # abhéngige Energiezustinde erlaubt. Es sei be-
reits hier bemerkt, dass die Energiezustéinde auch von
der Lange a des Kastens abhéngen.

Abbildung 1.4-21 zeigt die erlaubten Energieni-
veaus, Wellenfunktionen und Wahrscheinlichkeits-
dichten in Abhéngigkeit von der Quantenzahl #n. Aus
ihr entnehmen wir einen weiteren Unterschied zum
klassischen Ergebnis: Die Aufenthaltswahrscheinlich-
keit des Teilchens ist ortsabhéngig und héngt von der
Quantenzahl ab. Des Weiteren erkennen wir, dass die
Anzahl der Knoten, d.h. der Nullstellen der Wellen-
funktion, gleich n — 1 ist. (Die Nullstellen am Rand
werden nicht berticksichtigt.)

Bei unserer Betrachtung haben wir uns jetzt vol-
lig auf die Wellenfunktion im Kasten, d.h. im Ge-
biet II der Abb. 1.4-20, konzentriert. In den Gebie-
ten I und III, d.h. bei x < 0 bzw. x > 4, ist nach
Gl. (1.4-150) y = 0. Die Wellenfunktionen setzen sich

2
n=4 16— EV\ A\ DV\/\/\
v
° I 1
5| ° =
7t I
n=3 9 —— 1'@ \/ 0
Gt i
n=2  4f—- al g
n=1 | —— f 0/\
0 4

O

a 0 a

X— X—

Abb. 1.4-21 Erlaubte Energieniveaus, Wellenfunktion ¢ und
die Wahrscheinlichkeitsdichten ||? fiir ein Teilchen im linea-
ren Kasten.
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also in Abb. 1.4-21 nach rechts und links als waage-
rechte Geraden mit dem Ordinatenwert null fort. Das
bedeutet aber, dass ¥ bei x = 0 und bei x = a zwar
kontinuierlich ist, aber einen Knick aufweist, was ein
Verstof3 gegen Punkt 1 der Forderungen ist, die wir
an das Verhalten von Wellenfunktionen gestellt haben.
Die Diskrepanz ist darin begriindet, dass wir ein un-
endlich hohes Potential als Wand fiir den Kasten an-
genommen haben. Das ist jedoch ein nicht realisierba-
rer Grenzwert. Sowie wir das unendlich hohe Poten-
tial durch ein extrem hohes ersetzen, tritt, wie wir in
Abschnitt 1.4.14 sehen werden, dieses Problem nicht
mehr auf.

1.4.13 Die Behandlung eines Teilchens
im dreidimensionalen Kasten

Wir wollen das in Abschnitt 1.4.12 besprochene Pro-
blem jetzt erweitern auf den dreidimensionalen Fall,
um hierbei den Separationsansatz zur Losung der
Schrodinger-Gleichung und den Begriff der Entartung
kennenzulernen.

Der Kasten habe die Léangen a4, b und ¢ in der x-, y-
bzw. z-Richtung. Die Winde sind wieder durch ein auf
den Wert oo springendes Potential gegeben. Letzteres
héngt jetzt von %, y und z ab, und es gilt

Vix, y,2) =
0 fir0<x<a4;0<y<h0<z<c
oo fiir alle tibrigen Werte von x, y und z.
(1.4-165)

Innerhalb des Kastens lautet die Schrodinger-Glei-
chung

Py Py P om

-E- 0 (1.4-166
ox2  0y* 072 2 =0 )

Die Randbedingungen sind

¥(0, y,2) = Y(x,0,2) = y(x, ,0) =0 (1.4-167)
und
v(a, y,2) = y(x,b,z) = y(x, y,¢c) =0 (1.4-168)

Wir miissen nun versuchen, die eine, von drei Varia-
blen abhingige Differentialgleichung (1.4-166) in drei,
jeweils nur von einer Variablen abhéngige Gleichun-
gen zu trennen. Das gelingt uns mithilfe eines

Separationsansatzes

Y(x, 9, 2) = X(x) - Y(y) - Z(2) (1.4-169)

Substituieren wir diesen Ansatz in Gl. (1.4-166), so er-
halten wir

d?X(x d*y
Y0)Z) 2 + X 22 —2

2

d“Z
F XY = L XY (02(2)
(1.4-170)

oder

1 X 1 Yy | 1 2@ 2m 2m
X(x) da?2 Y(y) dy?  Z() d2 R

(1.4-171)

Der erste Summand auf der linken Seite ist nur von
x, der zweite nur von y und der dritte nur von z ab-
héngig. Da die Summe eine Konstante ist, muss jeder
einzelne Summand eine Konstante sein. Wir nennen
. 2 2 2 . e e
sie —k?, —ky und —kZ und erhalten nach geringftigiger

Umstellung
2
@ K2 X(x) = (1.4-172)
Tdx?
YD) L oy =0 (1.4-173)
dy? y )= o
2
d Z(ZZ) +K22(2) =0 (1.4-174)
dz
2,12 2 _ 2m
K4k + k2= 20F (1.4-175)
Jede der Gl (1.4-172) bis (1.4-174) entspricht

Gl. (1.4-131), so dass wir wie in Abschnitt 1.4.11 und
Abschnitt 1.4.12 die Losungen

X(x) = A, sink,x + B, cosk,.x (1.4-176)
Y(y)=A, sinkyy+By coskyy (1.4-177)
Z(z) = A,sink,z+ B, cosk,z (1.4-178)

erhalten. Da die Randbedingungen den Gl. (1.4-151)
bzw. (1.4-152) analog sind, ergibt sich wie in
GL. (1.4-156)

n,=1,2,3,... (1.4-179)



l’lyﬂ

ky=—— n,=123 . (1.4-180)
n,m

ke=— =123 . (1.4-181)

Damit ist die allgemeine Losung der Schrodinger-
Gleichung (1.4-166) fir ein Teilchen im quaderformi-
gen Kasten mit den Léngen 4, b und ¢

n,m n,i n,i
(%, y,2) =Asin —~x-sin ——y-sin Z z
a b @

(1.4-182)

l//nxnynz

Die Losung ldsst wieder nur bestimmte Eigenwerte
der Energie zu. Sie folgen aus den Gl. (1.4-175) und
(1.4-179) bis (1.4-181) zu

2 2 2
_ h2 ny nJ’ n,
Eponyn, = g <; tat S (1.4-183)

Fiir den speziellen Fall, dass sich das Teilchen in einem
wiirfelformigen Kasten befindet, d. h. dass

1.4 Einfiihrung in die Quantentheorie

Wir sehen, dass die Energie jetzt aufSer von der Kan-
tenlinge des Wiirfels nur noch von der Summe der
Quadrate der Quantenzahlen abhédngt. Damit konnen
verschiedene Eigenfunktionen

n,im n,m N,
l//nxnynz(x’ ¥,2) =Asin Tx - sin Ty - sin 72
(1.4-186)

den gleichen Eigenwert der Energie annehmen, bei-
spielsweise die drei verschiedenen Eigenfunktionen
mit

n, =1 ny=1, n,=2
n,=1 n, =2 n,=1
n, =2; ny=1, n,=1.

Gibt es zu mehreren linear unabhéngigen Eigen-
funktionen nur einen Eigenwert der Energie, so
spricht man von Entartung.

In Abb. 1.4-22 sind fir ein Teilchen im dreidimensio-

a=b=c, (1.4-184) nalen Kasten fir die Fille a = b = ¢ (Wirfel) und a,
geht GL. (1.4-183) iiber in b=2% ¢= % (Quader) die erlaubten Energiezustin-
de, die Quantenzustidnde und der Entartungsgrad fiir
2, ) niedrige Quantenzustinde wiedergegeben.
neyn, = g3 (ny +n +ny) (1.4-185) Wir erkennen, dass die Entartung nicht auf das Teil-
chen im Wiirfel beschrankt ist.
Quanten-  Entartungs- Quanten-  Entartungs-
zustand grad zustand grad
54 33 1
18| ———  (@N4N114) 3 B — % !
17| ———  (322)(232)(223) 3 50 ——— (521 1
| = @31)312)611) 3
46| —— (131 1
14 (231)(312)(321) 6 44| — (212) 1
—_ (123)(132)(213) .}:l—. 41| ——  (112)421) 2
£o) HE — (5N
081 —— @) ;25 o1 1
W ——— 3133y 3 w3 —— (32) 1
29| —  (221)i411) 2
9| ——  (2N)212)(122) 3 26 (121) )
22| — (31) 1
6| ——  (211)(121)(112) 3 17 @11 1
14| —— (111} 1
3 —— (1) 1
a=h=c¢ *'“”%Fg
0 0

(@) (b)

Abb. 1.4-22 Energiezustande, Quantenzustande und Entartungsgrad fiir ein Teilchen (a) im Wirfel mit der Kantenlange a und

(b) im Quader mit den Kantenlingen a, % und g
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In den Abschnitten 1.4.12 und 1.4.13 haben wir
erkannt, dass ein Teilchen im Kasten bei Zugrun-
delegen der klassischen Physik beliebige Energi-
en annehmen kann, dass also ein Kontinuum der
Energie vorliegt, wihrend sich bei wellenmechani-
scher Betrachtung diskrete Energiezustinde erge-
ben. Wir sollten uns deshalb noch die Frage stel-
len, ob es zwischen beiden Ergebnissen eine Ver-
bindung gibt. Das ist in der Tat der Fall: Setzen
wir in Gl. (1.4-164) oder (1.4-185) fiir die Masse
m und fiir die Kantenldngen a4, b und ¢ nicht ato-
mare Grofien, sondern die in der klassischen Phy-
sik tiblichen (in der Gréf8enordnung von kg und m)
ein, so erkennen wir, dass die fiir niedrige Quanten-
zahlen berechneten Energien unendlich klein wer-
den, damit aber auch die Abstdnde zwischen den
diskreten Energiezustinden. Das besagt aber, dass
wir den Ubergang zum Energiekontinuum vollzo-
gen haben. Dieses sog. Korrespondenzprinzip wer-
den wir noch haufiger ansprechen.

Auf die Ergebnisse dieses Abschnitts werden wir ins-
besondere im Kapitel 4 zuriickgreifen.

1.4.14 Die Behandlung eines Teilchens
im Potentialtopf

In den beiden vorangegangenen Abschnitten haben
wir uns mit einem Teilchen beschiftigt, das sich in
einem Gebiet befand, das durch unendlich hohe Po-
tentialwidnde eingeschlossen war. Klassisch wiirde das
bedeuten, dass es durch die Zufuhr keiner auch noch
so hohen Energie diesen Kasten verlassen konnte. Wir
wollen nun untersuchen, wie sich die Verhiltnisse &n-
dern, wenn wir die Hohe der Potentialwdnde senken.
Wir haben diesen Fall, das sog. Potentialtopfmodell,
bereits in Abb. 1.4-20 angedeutet, indem wir aufSer-
halb des Kastens die Potentialwénde nur bis zu einer
endlichen Hohe Vj haben ansteigen lassen. Wir be-
trachten der Einfachheit halber den eindimensionalen
Fall. Innerhalb des Kastens (0 < x < a) wirke auf den
Massepunkt kein Potentialfeld (V' = 0). Au3erhalb des
Kastens sei das Potential konstant V;). Wir unterschei-
den folgende Gebiete:

I x < mit V' =V,
II 0<x<a mit V =0
111 a<ux mitV =1,.

Des Weiteren miissen wir zwei Fille getrennt betrach-
ten.

1. E < Vj. In klassischer Betrachtungsweise wiirde
das bedeuten, dass die Energie des Teilchens nicht

ausreicht, den Topf zu verlassen. Wir haben den
Fall des gebundenen Teilchens.

2. E > V. In klassischer Betrachtungsweise wiirde
das bedeuten, dass die Energie des Teilchens aus-
reicht, den Topf zu verlassen. Wir haben den Fall
des freien Teilchens, das sich allerdings, sofern wir
die Gebiete I und III beriicksichtigen, im Gegen-
satz zu dem in Abschnitt 1.4.11 besprochenen frei-
en Teilchen, in einem nicht potentialfreien Gebiet
aufhalt.

Die Schrodinger-Gleichung lautet fiir die Gebiete I
und III

dZ‘/’ 2m

ot E- =0 (1.4-187)
und fir das Gebiet II

iy Ly (1.4-188)

dx?2 A2 '

Wir erkennen, dass die Schrodinger-Gleichung im Ge-
biet Il wieder der im Abschnitt 1.4.11 fiir das freie Teil-
chen behandelten entspricht.

Betrachten wir jedoch zunéchst die Schrodinger-
Gleichung fiir die Gebiete I und III. Wir fithren zur
Vereinfachung ein

ky = %[27}1(\/0 — E)/? (1.4-189)
so dass GI. (1.4-187) lautet

dy

S Kw=0 (1.4-190)

Haben wir es mit einem gebundenen Teilchen zu tun,
d.h. ist E < V;, so ist nach GL (1.4-189) k% eine po-
sitive Grofle, k; also immer reell. Zur Losung von
Gl. (1.4-190) machen wir wieder den Ansatz

y=eb* (1.4-191)

und erhalten nach Substitution von Gl. (1.4-191) in
Gl. (1.4-190)

b =+k (1.4-192)

Damit ist die allgemeine Losung von Gl. (1.4-190)

y=A-eh*yB.ehix (1.4-193)

wobei die Integrationskonstanten A und B frei wéhl-
bar sind.

Im Gebiet I ist x negativ. Deshalb wird der 2. Sum-
mand in Gl (1.4-193) unendlich, wenn x — —oco Da



aber y tiberall endlich sein muss, muss B im Gebiet I
null sein. Im Gebiet III ergibt sich das gleiche fiir A.
Wir erhalten also

Yy =A-eh* (1.4-194)

Yy = B -e7f* (1.4-195)

woflr wir aus spéter ersichtlichen Griinden mit

B =B'ehe (1.4-196)

Yy = Ble =) (1.4-197)
schreiben.

Die Losung fiir das Gebiet II haben wir bereits in
Abschnitt 1.4.11 gefunden (Gl. 1.4-138). Dieser Lo-
sung dquivalent ist (vgl. Mathematischer Anhang N)
der Ausdruck

¥y = Csin(kyx + ) (1.4-198)
in dem k zur Unterscheidung von k; den Index 2 er-
halten hat, und der die zunichst noch frei wahlbaren
Integrationskonstanten C und J enthalt.

Die Konstanten A, B, C und ¢ sind jedoch nicht un-
abhingig voneinander, wenn wir die Gebiete I, II und
III gemeinsam betrachten, denn wir haben gesehen,
dass die Wellenfunktionen und ihre Ableitungen tiber-
all stetig sein miissen. Das besagt, dass fiir x = 0

V1= Yu (1.4-199)

dy; dyy

PR 1.4-200

dx dx ( )
und firx = a

Y= v¥m (1.4-201)

dyy  dyy

o 1.4-202

dx dx ( )
sein muss. Setzen wir in die GL (1.4-199) bis

GL (1.4-202) die Ausdriicke fur gy, yy bzw. yy; ein,
so erhalten wir

A - b0 = Csin(k, - 0+ 8) (1.4-203)

A =Csind (1.4-204)
und

kA - k10 =k, C cos(k, - 0 + 8) (1.4-205)

k1A = kyCcosd (1.4-206)

1.4 Einfiihrung in die Quantentheorie

und
B'e™k1a=4) = Csin(kya + 6) (1.4-207)
B' = Csin(kya + 8) (1.4-208)

und
—k;B'e7k1(a=® = |, C cos(kya + 8)  (1.4-209)
—k;B' =k, C cos(kya + &) (1.4-210)

Aus Gl. (1.4-204) und GL. (1.4-206) folgt unter Bertick-
sichtigung von Gl. (1.4-130) und Gl. (1.4-189)

k 1/2
tand = —2 = £
ky Vo —E

Aus GI. (1.4-204) erhalten wir mithilfe der Beziehun-
gen zwischen den trigonometrischen Funktionen und
Gl (1.4-211)

(1.4-211)

—

tan §
(1 + tan2 §)1/2

£ \1/2
— 1/2
_ @ _ (£> (1.4-212)
v

12
E
<1 + VO—E>

=sind =

alx

Die Division von Gl. (1.4-208) durch GI. (1.4-210) lie-
fert uns

ky
—— =tan(kya + 9)
ky

die Kombination dieses Ausdrucks mit Gl. (1.4-211)
schliefilich

(1.4-213)

tankya + tan &

—tand =tan(k,a+0) = 1.4-214
(ks ) 1—tankya-tand ( )
was wir aufldsen konnen nach
2tan d
tank,a = ——— 1.4-215
2 tan2d -1 ( )

Setzen wir hier nun schliellich noch die Gl. (1.4-130)
und GI. (1.4-211) ein, so erhalten wir

wan ((2mEa2 ) _ JIEQ, - BNV
h? 2E -V,

(1.4-216)

Von den in dieser Gleichung enthaltenen Grof3en sind
m, aund V; durch das vorliegende Problem festgelegt.
Damit stellt Gl. (1.4-216) eine Bestimmungsgleichung

fiir E dar. Messen wir die Energien E und V; als Viel-
2

fache von mﬁﬁ’ so vereinfacht sich GLI. (1.4-216) zu

(1.4-217)
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Abb. 1.4-23 Losung der Gl. (1.4-217). Die Abszissenwerte der Schnittpunkte sind durch lange, senkrechte Striche auf den jeweili-
gen Abszissen markiert. Aus ihnen ergeben sich die Eigenwerte der Energie fiir die vier vorgegebenen Werte von V.

Die Losung erfolgt graphisch, indem wir sowohl die
linke Seite als auch die rechte Seite fiir bestimmte fes-
te Werte von V, gegen E auftragen. Die Schnittpunk-

I ) Vo
te der Kurven geben uns die Losungen. Fir —z—=— Toma?

gleich 1, 10, 40 und 100 ist das in Abb. 1.4-23a bis d
durchgefiihrt.

Bei der Betrachtung der Losungen machen wir ei-
nige bemerkenswerte Beobachtungen. Zunichst stel-
len wir wieder fest, dass nicht jeder beliebige Ener-
giewert zugelassen ist, sondern dass es bestimmte Ei-
genwerte der Energie gibt. Zweitens finden wir, dass
die Anzahl der Losungen mit steigendem Verhiltnis
Vo/(h?/2ma?), d.h. mit zunehmender Tiefe V; und
zunehmender Breite a des Potentialtopfes, wichst.

Drittens beobachten wir, dass sich die Eigenwerte fiir
E mit wachsendem V,, erhohen. So wéchst der erste
Eigenwert von 0.8 iiber 3.4 und 5.8 auf 7.3 h%/2ma?,
wenn V; von 1 {iber 10 und 40 auf 100 /2 /2ma? steigt.
Wird V,, sehr grofy gegeniiber E, so strebt die rechte
Seite von Gl (1.4-217) bzw. Gl. (1.4-216) gegen null.
Es gilt dann

tan (2mEa > —0

- (1.4-218)

Das ist dann der Fall, wenn

2mEa*
)

1/2
) =n-m n=1,2,3,... (1.4-219)



oder

_ n*h?

8ma?

n=12,3,... (1.4-220)

in Ubereinstimmung mit dem Ergebnis fiir ein Teil-
chen im linearen Kasten.

Eine genaue Betrachtung zeigt, dass der Einsatz-
punkt fir das Auftreten eines weiteren erlaubten
Energiezustandes gegeben ist durch

(1.4-221)

Das besagt, dass fiir 0 < > < 1% nur ein Energie-

_V
n2/2ma

> < 47? deren zwei

zustand erlaubt ist, fiir 12 < ZL
h?/2ma

und so fort.

In Abb. 1.4-24 sind die erlaubten Zustande in einem
Vy, E-Diagramm als fette Linien eingetragen.

Wir miissen uns nun noch dem zweiten Fall zuwen-
den, bei dem E > Vj, ist, dem Fall des freien Teilchens.
Unter dieser Bedingung wire nach Gl. (1.4-189) kf ei-
ne negative Grofle, k; also imagindr. Wir setzen des-
halb

1
ky =~ [2m(E — V)12
Dann ist k; reell, die Schrodinger-Gleichung (1.4-187)
geht {iber in

(1.4-222)

d2
—l//+k§w=0

- (1.4-223)
X

Diese Gleichung entspricht der fiir das Gebiet II giil-
tigen. Damit ergibt sich auch fiir die Gebiete I und III
eine Losung, die als Summe eines sin- und eines cos-
Gliedes geschrieben werden kann. Wir erhalten so die
drei Wellenfunktionen

¥ = Asinksx 4+ B cos kyx (1.4-224)
Y = Csinkyx + D cos kyx (1.4-225)
Y = Fsinkyx 4+ G cos k3x (1.4-226)

Im Gegensatz zum Fall des gebundenen Teilchens, bei
dem wir zur Erfilllung der Randbedingungen ¢ = 0
fir x — +o00 zwei Konstanten festlegen mussten [vgl.
Gl (1.4-194) und Gl. (1.4-195)], sind hier zunichst
alle sechs Konstanten frei wihlbar, weil beim freien
Teilchen fiir x — +co keine Anderung der Amplitu-
de eintritt. Zur Erfilllung der Kontinuitatsbedingun-
gen Gl. (1.4-199) bis Gl. (1.4-202) haben wir deshalb

1.4 Einfiihrung in die Quantentheorie
1001 .
P
. £9m?
801 . !
48 oo} !
w /
401 e _i4n?

20t /—
. .- d?

0

0 20 40 60 80 100 =
_n
Vﬂ[zmaJ

Abb. 1.4-24 Energiezustdnde eines Teilchens in einem Poten-
tialtopf der Tiefe V.

zwei Konstanten mehr zur Verfiigung als beim gebun-
denen Teilchen, so dass es nicht mehr notwendig ist,
die Energie zu quanteln. Das bedeutet, dass das Teil-
chen fiir E > V, jeden beliebigen Energiewert anneh-
men kann. In Abb. 1.4-24 finden wir deshalb oberhalb
der Diagonalen E = V|, ein Energiekontinuum. Auch
an dieser Stelle sei wieder auf die Beobachtung des
Kontinuums bei den Atomspektren (Abb. 1.4-17 und
1.4-18) hingewiesen, das dann auftritt, wenn das Elek-
tron eine so hohe Energie besitzt, dass es aus dem ge-
bundenen Zustand in den freien Zustand tibergeht.

Wir haben uns bis jetzt vornehmlich mit den En-
ergiezustinden beim Potentialtopfmodell beschéftigt.
Zum Abschluss miissen wir uns noch mit den Wellen-
funktionen selbst befassen. Betrachten wir zunéchst
wieder den Fall des gebundenen Teilchens (E < V).

Befindet sich ein Teilchen im Potentialtopf, d. h. im
Gebiet II, so muss nach Gl. (1.4-198) C # 0 sein. Dann
muss nach Gl. (1.4-204) aber auch A # 0 sein, denn
sin § kann wegen Gl. (1.4-211) nicht gleich null sein.
Ist aber A # 0, so ist y; fiir endliche Werte von x un-
gleich null, also auch |1//I|2 # 0. Das heif3t aber, dass
es eine gewisse Wahrscheinlichkeit geben muss, das
Teilchen im Gebiet I anzutreffen. Gleiches gilt fiir das
Gebiet I1I. Die quantenmechanische Berechnung lehrt
uns also, dass sich das Teilchen in Gebieten aufhalten
kann, in denen die Gesamtenergie E kleiner ist als die
potentielle Energie V, in denen die kinetische Energie
T also negativ sein muss. Die Abb. 1.4-25 entspricht
Abb. 1.4-21 und zeigt schematisch die Wellenfunkti-
on ¥ und die Wahrscheinlichkeitsdichte im Potential-
topf endlicher Tiefe fiir £ < V.

Wir wenden uns nun noch einmal den Wellenfunk-
tionen fiir das freie Teilchen zu (E > V};) und betrach-
ten die Gebiete II und III. Die Losungen fiir die Schro-
dinger-Gleichung schreiben wir nicht in der Form der
GL (1.4-227) und (1.4-228), sondern (vgl. Mathemati-
scher Anhang N) in der gleichwertigen Form

gy = C'-elko¥ 4 pf - emihox (1.4-227)
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__;’|w|2

0 a X

Abb. 1.4-25 Wellenfunktion ¢ und Wahrscheinlichkeitsdichte
|w|? fiir ein Teilchen im Potentialtopf endlicher Tiefe fiir
E<V,

Y = F' - eiks% 4 G e7ihe¥ (1.4-228)
Wir wollen annehmen, dass sich im Gebiet III nur Teil-
chen befinden, die sich von links nach rechts bewegen.
Dann muss [vgl. Abschnitt 1.4.11, Gl. (1.4-138) und
GL. (1.4-139)] G’ = 0 sein. Gl. (1.4-228) geht also iiber
in

Y = F - elks” (1.4-229)
Die Kontinuitatsbedingungen Gl (1.4-201) und
Gl. (1.4-202) lauten dann

Cl . eik2a + Dl . e—ik2a — Fl X eiksa (1'4_230)

ik, C" - elk2? _ik, D' - e7h2® = iy F' - 3% (1.4-231)

Dividieren wir die untere Gleichung durch ik, und ad-
dieren dann beide Gleichungen, so erhalten wir

) k
C=Llp . dktpa (1,8 (1.4-232)
2 ks
Subtrahieren wir, so ergibt sich
D = Lp . kst (4 _ ks (1.4-233)
2 ks
Beriicksichtigen wir, dass
ky = %(2mE)1/2 (1.4-130)
und
ky = %[2m(£ — V)1/? (1.4-222)
so erkennen wir, dass
ko > kg (1.4-234)

Deshalb kann weder C’ noch D’ null werden. Dann
enthilt nach Gl (1.4-227) yy; den Term D’ - e7ik2*,
der Teilchen représentiert, die, vgl. Abschnitt 1.4.11,

Gl. (1.4-140), sich von rechts nach links bewegen. Die
Intensitdt des nach rechts laufenden Teilchenstroms
wird durch |C’|? gegeben. Sie ist grofier als die des
nach links laufenden, die durch |D’|? bestimmt wird,
denn aus Gl (1.4-232) und Gl. (1.4-233) entnehmen
wir, dass |C’| > |D/| ist.

Das Ergebnis dieser Uberlegungen ist folgendes:
Die Teilchen bewegen sich frei in einem Gebiet, in
dem eine sprunghafte Anderung des Potentials vor-
liegt. Wenn die (nach rechts laufenden) Teilchen
den Potentialwall erreichen, wird ein Teil von ih-
nen reflektiert und lduft (nach links) zuriick, ob-
wohl die Energie zur Uberwindung des Potential-
walls ausreichen wiirde. In der klassischen Betrach-
tungsweise gibt es diesen Fall nicht; dort wiirde das
Teilchen lediglich seine Geschwindigkeit dndern.
In der Optik jedoch findet man eine solche Reflexi-
on, wenn eine Lichtwelle die Grenzfliche zwischen
zwei Medien mit unterschiedlichem Brechungsin-
dex passiert.

1.4.15 Die Behandlung der Durchtunnelung eines
Potentialwalls

Im vorangehenden Abschnitt haben wir gesehen, dass
die Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines Teilchens im
Potentialtopf endlicher Tiefe auch aufSerhalb des Po-
tentialtopfs nicht gleich null ist. Es erhebt sich des-
halb die Frage, ob ein Teilchen u.U. in der Lage ist,
einen hinreichend engen Potentialwall zu durchdrin-
gen, obwohl seine Energie niedriger ist als die Hohe
des Potentialwalls. Abbildung 1.4-26 veranschaulicht
die Verhaltnisse.
Wir unterscheiden die folgenden Gebiete

I x<0 mit V=0
I 0<x<a mit V=1,
111 a<x mit V=0.
Vi I lll—
VA
0 : T
0 PR

Abb. 1.4-26 Zur Erklarung des Tunneleffektes.



Esinteressiert uns nur der Fall, dass E < Vj, ist. Wir ha-
ben es dann in den Gebieten I und III mit der Schré-
dinger-Gleichung

2y
dx?

2m

und im Gebiet II mit der Schrédinger-Gleichung

j% + il—rf(E - Yoy =0 (1.4-187)
zu tun. Wir setzen wieder

ky = %(2mE)1/2 (1.4-130)
und

ky = %[27}4(\/0 - E)\/? (1.4-189)

und erhalten als Losung die Wellenfunktionen

Y, = A -ehi* 4 B.e7ihix (1.4-235)
Wy =C.ek* t D.ehe* (1.4-236)
Y = F-eli* 4 G . e7th¥ (1.4-237)

Lassen wir einen Teilchenstrom von links kommend
auf den Potentialwall auftreffen, dann wird nach den
Ergebnissen von Abschnitt 1.4.14 an den Grenzfla-
chen I/II und II/III eine teilweise Reflexion eintreten.
Wir werden also in den Gebieten I und II auch Teil-
chen antreffen, die von rechts nach links laufen. Das
bedeutet (vgl. Abschnitt 1.4.11), dass y; und v bei-
de Terme auf der rechten Seite von Gl. (1.4-235) bzw.
Gl. (1.4-236) enthalten. Im Gebiet III laufen alle Teil-
chen nach rechts, der zweite Term von GL. (1.4-237)
fallt fort, d.h. G = 0.

Uns interessiert der Bruchteil der Teilchen, die die
Potentialschwelle durchtunneln konnen, der sog.
Transmissionskoeffizient T. Er ist offensichtlich ge-
geben durch

|F|*
= 1.4-238
A~ ( )
Um die Konstanten zu bestimmen, miissen wir wie-
der die Kontinuitdtsgleichungen Gl. (1.4-199) bis
Gl. (1.4-202) hinschreiben
A+B=C+D (1.4-239)

ik (A — B) = ky(C — D) (1.4-240)

1.4 Einfiihrung in die Quantentheorie
C-ek 4 p.ehea = F. cthia (1.4-241)
ky(C - k2@ — D . e7h2®) = jk F . M7 (1.4-242)

Aus den beiden letzten Gleichungen ergibt sich durch
Addition bzw. Subtraktion

4 k
C= %F . etk1a <1 + 1k_1> e ko (1.4-243)
2
) k
D= %p. elkia (1 - lk_1> ekaa (1.4-244)
2

Aus den ersten beiden Gleichungen ergibt sich durch
Subtraktion

B=1 [C +D-— ,k—Z(C - D)] (1.4-245)
2 lkl

Die Zusammenfassung von Gl (1.4-239) und
Gl (1.4-243) bis (1.4-245) ergibt schlieflich

eked 4 e~haa i(kl kz)

2 2\k, K

A=F iklﬂ
¢ [ Kk

(1.4-246)

ekaa _ o—ka
2

X —X
oder, wenn wir die Hyperbelfunktionen % =
ef—e—X

cosh x und = sinh x einfiihren,

‘ i (ki Kk
% = ethe [cosh kya — % <k_; - k_j> sinh kza]

(1.4-247)
Mit GL. (1.4-238) erhalten wir

2 ki ky\?
T=‘§ = lCOSh2k2a+L_IL <k_;_k_j> sinh2kza]

-1

(1.4-248)

Beriicksichtigen wir schlief3lich das fiir die hyperboli-
schen Funktionen geltende Additionstheorem
cosh? x —sinh?x =1 (1.4-249)

so folgt

1k k.
T = ll-}-z(é-’ré) smhzkza]

Um den Transmissionskoeffizienten in Abhéngigkeit
von E und V;, auszudriicken, substituieren wir k; und
k, durch die Gl. (1.4-130) und (1.4-189)

-1
(1.4-250)
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V2 2 2 Vi—E 1/271~
AE(V,—E) 2
(1.4-251)

und erkennen daraus, dass fiir E < Vj; durchaus ein
endlicher Wert fiir den Transmissionskoeffizienten re-
sultiert, wenn a und Vj nicht oo sind. Zur leichte-
ren Abschitzung wollen wir den Fall betrachten, dass
2ma*(Vy — E)/h? > 1ist, d. h. dass

sinh?(2ma’( Vo— E)/n*)Y? ~ iez(zmaz(v‘)_E)/hz)l/z

(1.4-252)
so dass wir fiir T erhalten

T & we—2(2mﬂz(1/0—1‘7)/712)1/2 (1.4-253)
‘/02
Dieser Ausdruck zeigt uns deutlicher als Gl. (1.4-251),
dass der Transmissionskoeffizient im Wesentlichen
von der Energiedifferenz V[, — E und der Breite a der
Potentialschwelle abhéngt. 7' nimmt mit steigendem
Vo und a ab, die Tunnelwahrscheinlichkeit wird al-
so um so kleiner, je hoher und breiter die Potential-
schwelle ist. Um einen Eindruck von der Tunnelwahr-
scheinlichkeit zu bekommen, wollen wir ein Elektron
betrachten, das eine Energie von 1 eV besitzt und ge-
gen eine Potentialschwelle der Hohe [y =5 eV und der
Breite 2 = 2 nm anléuft. Fiir diesen Fall berechnet sich
T aus Gl. (1.4-253) zu 3.6 - 10718,

Wir werden spiter eine Reihe von Beobachtungen
kennenlernen, die auf den Tunneleffekt zuriickzufiih-
ren sind.

1.4.16 Kernpunkte des Abschnitts 1.4

Bestimmung der Ladung des Elektrons,

Abschnitt 1.4.2 Bestimmung der Masse des Elektrons,
Abschnitt 1.4.3 Wellennatur des Elektrons,
Abschnitt 1.4.4

Bragg’sche Gleichung, Gl. (1.4-14)
de-Broglie-Beziehung, Gl. (1.4-15)

Planck’sches Wirkungsquantum, Abschnitt 1.4.4
Planck’sche Strahlungsformel, Gl. (1.4-27)
Korpuskulare Eigenschaften des Lichtes,
Abschnitt 1.4.5

Lichtelektrischer Effekt (Photoeffekt),

Abschnitt 1.4.5

Einstein’sches Frequenzgesetz, Gl. (1.4-33)
Compton-Effekt, Abschnitt 1.4.5
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Dualismus Welle-Partikel, Abschnitt 1.4.6
Phasen-, Gruppen- und Teilchengeschwindigkeit,

Abschnitt 1.4.6
Wellenpaket, Abschnitt 1.4.6
Heisenberg’sche Unschérfe-Relation, Gl. (1.4-66)
Franck-Hertz’scher Versuch, Abschnitt 1.4.7
Linienspektrum des Wasserstoffatoms,

Abschnitt 1.4.8
Balmer-Formel, Gl. (1.4-68)

Bohr’sches Modell des Wasserstoffatoms,
Abschnitt 1.4.9
Zeitunabhingige Schrodinger-Gleichung,

Gl (1.4-115), (1.4-111)
Wahrscheinlichkeitsdichte, Gl. (1.4-119)
Erwartungswert, Gl. (1.4-121), (1.4-122)

Freies Teilchen, Abschnitt 1.4.11

Teilchen im eindimensionalen Kasten,

Abschnitt 1.4.12

Randbedingung, Wellenfunktion, Eigenwert der

Energie, Abschnitt 1.4.12

Teilchen im dreidimensionalen Kasten,

Abschnitt 1.4.13

Separationsansatz, Gl. (1.4-169)

Entartung, Abschnitt 1.4.13

Teilchen im Potentialtopf, Abschnitt 1.4.14

Freies und gebundenes Teilchen, Abschnitt 1.4.15
Tunneleffekt, Abschnitt 1.4.15

bra-ket Formulierung, Gl. (1.4-123); (1.4-124)

1.4.17 Rechenbeispiele zu Abschnitt 1.4

1 Die Cr-K,-Strahlung hat eine Wellenldnge von
0.2291 nm. Lasst man sie auf eine (100)-Fliche eines
kubisch-flichenzentrierten Nickel-Einkristalls treffen,
so beobachtet man einen Beugungsreflex 1. Ordnung
unter einem Glanzwinkel von 40.56°. Wie grof3 sind
der Netzebenenabstand d und die Gitterkonstante a
des Nickels?

2 In einer Elektronenbeugungsanlage betrage der
Abstand zwischen dem Praparat und der Photoplatte
610 mm. Durchlaufen die Elektronen eine Beschleu-
nigungsspannung von 80kV, so findet man fiir den
der Beugung an der (200)-Fldche zuzuordnenden Beu-
gungsring (vgl. Abb. 1.4-4) einen Durchmesser von
29.0 mm. Welche Wellenldnge ist den Elektronen zu-
zuschreiben, und welche Gitterkonstante ergibt sich
fiir das Nickel? Man vernachldssige hierbei die relati-
vistische Massenénderung.

3 Man zeige, dass die Planck’sche Strahlungsfor-
mel (Gl 1.4-27) in das Rayleigh-Jeans’sche Gesetz
(Gl. 1.4-24) tibergeht, wenn man die Planck’sche Kon-
stante gegen null gehen lasst.



4 Das Elektronenaustrittspotential des Kaliums be-
tragt 2.25 V. Welche maximale kinetische Energie be-
sitzen die ausgetretenen Photoelektronen, wenn Licht
mit einer Wellenldnge von 400 nm eingestrahlt wird?
Welche Gegenspannung muss angelegt werden, damit
gerade keine Elektronen mehr auf die Anode gelan-
gen?

5 Die langwellige Grenze liegt fiir die Photoemission
des Wolframs bei 273 nm. Auf welchen Wert steigt sie
an, wenn durch Adsorption von Kalium das Elektro-
nenaustrittspotential um 0.5V erniedrigt wird?

6 Welche Wellenlinge wire einem Menschen von
der Masse 75 kg zuzuschreiben, wenn sich dieser mit
einer Geschwindigkeit von 5 km h~! bewegt? Man ver-
gleiche diese Wellenlinge mit der von Rontgenstrah-
len (~ 10719 m).

7 Welche Energie ist notwendig, um im Wasser-
stoffatom ein Elektron vom ersten auf den sechsten
Bohr’schen Radius anzuheben? Welche Wellenlinge
hat Licht, das emittiert wird, wenn das Elektron dann
in den Grundzustand zuriick springt?

8 Zwei aufeinanderfolgende Linien des Atomspek-
trums des Wasserstoffs haben die Wellenzahlen v; =
2.057 - 10°m~! und ¥;,; = 2.304 - 10°m~!. Man be-
rechne, welcher Serie die beiden Linien angehoéren
und welchen Ubergingen sie entsprechen.

9 Man berechne, welche Serie des Atomspektrums
des Wasserstoffs als langwelligste Linie die mit der
Wellenlédnge 1875.1 nm hat.

10 Man berechne, ob irgendwelche Linien der Bal-
mer-Serie des Atomspektrums des Wasserstoffs geeig-
net sind, aus Ce, das ein Elektronenaustrittspotential
von 2.88 V besitzt, Photoelektronen auszulésen. Wenn
ja, welche?

11 Um welchen Faktor dndert sich die Geschwindig-
keit eines Elektrons in einer Bohr’schen Kreisbahn im
Wasserstoffatom, wenn die Hauptquantenzahl # ver-
doppelt wird?

12 Nach der Bohr’schen Theorie betrigt die poten-
tielle Energie des Elektrons in einem Wasserstoffatom
im Grundzustand 2.177 - 10718 ], Wie grof3 miisste
demnach die Ionisierungsenergie von Li** sein?

13 Man berechne die Eigenfunktionen und die Ei-
genwerte der Energie eines Teilchens im zweidimen-
sionalen quadratischen, potentialfreien Kasten durch
Aufstellen und Losen der Schrodinger-Gleichung.

14 Fir Systeme konjugierter Doppelbindungen lasst
sich in erster Naherung das Modell des Elektrons
im eindimensionalen Kasten anwenden. Um welchen

1.4 Einfiihrung in die Quantentheorie

Faktor wiirden sich nach diesem Modell die Ener-
giedifferenzen zwischen den Zustinden mit n =1
und # = 2 beim 1,3-Butadien (C4H4) und beim Caro-
tin (konjugierte Kette mit 22 C-Atomen) unterschei-
den? Fir den mittleren C—C-Abstand setze man 1.4 -
10719 m.

15 Man betrachte die m-Elektronen des Benzols als
Teilchen in einem zweidimensionalen quadratischen
Kasten, der den Benzolring umschlief3t und dessen
Seitenldnge zwei C—C-Abstdnden entspricht, berech-
ne die Eigenwerte der Energie, besetze die drei nied-
rigsten Energiezustdnde mit jeweils zwei Elektronen
und berechne, welche Wellenlinge das Licht haben
muss, durch dessen Absorption das Benzol aus dem
Grundzustand in den ersten angeregten Elektronen-
zustand gebracht wird. Man vergleiche das Ergeb-
nis dieser groben Berechnung mit dem experimen-
tellen Ergebnis (1 ~ 250 nm). Fiir den mittleren C—
C-Abstand setze man 1.4 - 10710 m.

16 Der Radius der ersten Bohr’schen Kreisbahn be-
tragt r, = 5.3 - 107 cm. In ganz grober Niherung be-
rechne man die Energie des Wasserstoffelektrons im
Grundzustand, indem man annimmt, dass es sich um
ein Elektron in einem wiirfelformigen Kasten handelt,
der das gleiche Volumen hat wie eine Kugel mit dem
Radius r;. Man vergleiche das Ergebnis mit dem Wert,
der aus der Bohr’schen Theorie folgt.

17 Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, in einem li-
nearen, potentialfreien Kasten der Linge a ein Teil-
chen zwischen den Koordinaten 24 und 24 zu finden,
wenn sich das Teilchen a) im Grundzustand, b) im ers-
ten angeregten Zustand befindet? Man vergleiche das
Ergebnis mit Abb. 1.4-21.

18 Ein Mensch mit einer Masse von 70kg bewege
sich mit einer Geschwindigkeit von 6 km h=! auf eine
5m hohe und 0.2 m dicke Wand zu. Wie grof3 ist die
Wahrscheinlichkeit, dass er diese Wand quantenme-
chanisch durchtunnelt? Man nehme an, dass sich der
Schwerpunkt des Menschen in einer Hohe von 1.00 m
befindet.

19 Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein
Elektron, das sich mit der thermischen Energie kT be-
wegt, bei 300K einen 2 eV hohen und 1.0 nm breiten
Potentialwall durchtunnelt?

20 Ein Auto habe eine Masse von 1200 kg und fahre
mit einer Geschwindigkeit von 120 km h~1. Ein Elek-
tron werde durch eine Beschleunigungsspannung von
1kV beschleunigt. In beiden Fillen sei die Geschwin-
digkeitsangabe mit einer Ungenauigkeit von +2 % be-
haftet. Man berechne und vergleiche die jeweilige Un-
schérfe des Ortes.
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21 Bei einem Compton-Streuexperiment wird ein
Rontgenstrahl mit einer Wellenlinge von 7.078 -
1072 nm an Elektronen gestreut. Welche Wellenlinge
haben die Rontgenstrahlen, die unter einem Streuwin-
kel von 70° austreten? Wie grof3 ist der Streuwinkel des
gestreuten Elektrons

22 Wie grof3 ist die Energie pro Photon (in J und
eV) und die Energie pro Mol Photonen (in kJ/mol) fiir
Strahlung der Wellenldnge

a) 750 nm (rotes Licht, gerade noch sichtbar)
b) 400 nm (blaues Licht, gerade noch sichtbar)
¢) 200 nm (ultraviolette Strahlung)

d) 150 pm (Rontgenstrahlung)

e) 1cm (Mikrowellenstrahlung)?

Wie grof3 ist die de-Broglie-Wellenlénge

f) eines Korpers von 1 g, der sich mit 1 cm/s bewegt?

g) desselben Korpers bei der Geschwindigkeit
100 km/s?

h) eines Heliumatoms in einem Behilter bei Raum-
temperatur (Gleichverteilung der Energie voraus-
gesetzt)?

i) eines Elektrons, das aus dem Ruhezustand tiber ei-
ne Potentialdifferenz von 100V, 1kV oder 100 kV
beschleunigt worden ist?

23 Ein Glihwiirmchen mit einer Masse von 5 g emit-
tiert nach hinten rotes Licht der Wellenlange 650 nm
mit einer Leistung von 0.1 W. Welche Geschwindig-
keit wiirde es erreichen, wenn es im freien Raum un-
verdndert zehn Jahre lang so strahlen wiirde?

24 Mit dem eindimensionalen Kastenmodell sollen
die Absorptionsspektren von Cyaninfarbstoffen er-
klart werden. Die konjugierte Kette der Farbstoffe be-
steht aus N Atomen (N ist ungerade). Damit werden
N, = N + 1 n-Elektronen in den Kasten eingebracht.
Die Lange des Kastens wird zu @ = (N + 1)r angenom-
men, wobei r einen mittleren Bindungsabstand von
1.4 A darstellt.

Nachdem die einzelnen Energieniveaus nach dem
Pauli-Prinzip besetzt wurden, ist die Absorptionsban-
de aus der Energiedifferenz zwischen dem niedrigsten
unbesetzten und dem hochsten besetzten Niveau fiir
die angegebene Atomzahl N zu berechnen. Verglei-
chen Sie die Ergebnisse mit den untenstehenden ex-
perimentellen Daten.

N 9 11 13 15

7[cm™!] 17000 14100 12200 10700

25 Ein Teilchen befinde sich in einem eindimensio-
nalen Potentialtopf. Dieser wird auf der rechten Seite
durch eine unendlich dicke Potentialbarriere (die von
x = 0 bis x = oo reicht) der Hohe V begrenzt. Die Wel-
lenfunktion des Teilchens innerhalb dieser Barriere ist
durch ¢ = F' - e7** gegeben.

a) Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen
innerhalb dieser Barriere anzutreffen (allgemeine
Losung)?

b) Wie weit dringt das Teilchen im Durchschnitt in
diese Barriere ein (allgemeine Losung)?

Hilfestellung: Sie miissen den Erwartungswert des Or-
tes berechnen. Verwenden Sie zur Losung des Inte-
grals die partielle Integration und anschliefSend die
Regel von de I'Hospital (s. Mathem. Anhang E).

26 Die Tunnelwahrscheinlichkeit eines Teilchens
mit der Energie E und der Masse m durch einen Po-
tentialwall der Hohe V;, und der Dicke a ist gegeben
durch:

16E(V, — E)
T~ Toz -exp <_2 ' \/2ma2(\/{, - E)/h2>

0

Berechnen Sie die Transmissionswahrscheinlichkeit
der Teilchen Wasserstoff, Deuterium und Tritium
durch einen rechteckigen Potentialwall der Hohe V) =
0.2eV und der Breite 0.5 A, fiir die jeweiligen Teil-
chenenergien ¢ = E/V,; =0.25,0.5,0.75,1.00 und 1.25.

27

a) Welche Wellenlange hat die Balmer-Linie des Was-
serstoffs mit n = 4?

b) Eine Linie der Paschen-Serie des Wasserstoffs hat
eine Frequenz von 2.7415 - 10~'* Hz. Ermitteln
Sie die Quantenzahl # fiir den zugrundeliegenden
Ubergang.

1.4.18 Literatur zu Abschnitt 1.4

Mitter, H. (1979) Quantentheorie, 2. iberarb. Aufl.,
B.I.-Hochschultaschenbiicher, 701, B.I. Wissen-
schaftsverl., Mannheim.

Weiterfithrende Literatur zu Abschnitt 1.4 ist im Ab-
schnitt 3 aufgefiihrt.



1.5 Einfiihrung in die chemische Kinetik

Die bisherigen Betrachtungen bezogen sich auf die
Beschreibung oder Berechnung des Zustandes eines
Stoffes oder eines Systems fiir den Fall, dass thermi-
sches oder chemisches Gleichgewicht herrschte. Die-
ser Abschnitt beschéftigt sich nun mit dem zeitlichen
Ablauf der Einstellung eines Gleichgewichtszustan-
des.

Mit der Zeit ¢ fithren wir in diesem Abschnitt eine
Variable ein, die wir bislang noch nicht verwendet
haben. Das macht es nétig, zundchst einige neue Be-
griffe zu definieren (Abschnitt 1.5.1).

Wir werden dann sehr formal eine Klassifizierung
von Reaktionen vornehmen anhand des Zeitgeset-
zes, nach dem sie ablaufen, und die entsprechenden
Geschwindigkeitsgleichungen und Zeitgesetze dis-
kutieren (Abschnitte 1.5.2 bis 1.5.5).

Die Ermittlung der Zeitgesetze aus experimentel-
len Daten wird unsere ndchste Aufgabe sein (Ab-
schnitt 1.5.6).

Als Verkniipfung von Kinetik und Thermodyna-
mik wird sich die Behandlung unvollstindig ablau-
fender Reaktionen erweisen (Abschnitt 1.5.7).

Wir werden des Weiteren erfahren, dass mehrere
Reaktionen miteinander verkniipft sein konnen und
dabei parallel zueinander oder einander folgend ab-
laufen kénnen (Abschnitt 1.5.8).

Die Betrachtung der Temperaturabhéngigkeit der
Reaktionsgeschwindigkeit wird diesen einfithrenden
Abschnitt abschlie3en (Abschnitt 1.5.9).

1.5.1 Einfiihrung neuer Begriffe

Im allgemeinen wird der zeitliche Ablauf einer Reakti-
onvon vielen Gréflen abhéngen, z. B. von den Konzen-
trationen der Reaktionspartner, der Zeit, der Tempe-
ratur, der Gegenwart von Katalysatoren, der Einstrah-
lung von Licht geeigneter Wellenldnge, dem Aggregat-
zustand der Reaktionspartner, ihrer Verteilung im Re-
aktionsgefifs oder etwa vorliegenden Stromungsver-
haltnissen.

Im Rahmen dieses einfithrenden Abschnitts wol-
len wir nur Reaktionen in homogener Phase, vorzugs-
weise Gasreaktionen besprechen. Wir wollen, bis auf
den letzten Unterabschnitt, nur die Abhéngigkeit der
Konzentrationen von der Zeit betrachten. Alle tib-
rigen in die Reaktionsgeschwindigkeit eingehenden
Parameter, wie z.B. die Temperatur, seien konstant
gehalten. Des Weiteren soll die Reaktion vollstindig
und nur in der durch den Pfeil angegebenen Richtung
ablaufen.

1.5 Einfiihrung in die chemische Kinetik

Lautet die allgemeine Umsatzgleichung fiir die che-
mische Reaktion

|VA|A+ |VB|B+ - |Vch+ |VD|D+ (1.5-1)

so stehen die Zunahme d¢§ der in GL (1.1-126) ein-
gefiihrten Reaktionslaufzahl und die Anderungen dn
der Stoffimengen unmittelbar miteinander in Bezie-
hung

dé= v/_\1 dny = vgl dng = vEl dne = v]_)1 dnp (1.5-2)

VB VB VB
dng = —=dny, = —=dn-=—dn
B A C D
VA Ve VD

(1.5-3)

und entsprechend.

Unter der Reaktionsgeschwindigkeit verstehen wir
die Geschwindigkeit d§/ d¢ der Zunahme der Reak-
tionslaufzahl. Sie ist iber

d¢  _dn
— =V, — 1.5-4
AT (154
mit der Geschwindigkeit der Anderung der Stoffmen-
ge n; der Komponente i und tiber

dé  _dmy/V) | _dg

Vo S Bl VS B
ar i T dr Vit

(1.5-5)
mit der Geschwindigkeit der Anderung der Konzen-
tration ¢; der Komponente i verkniipft, sofern V das
zeitunabhédngige Volumen angibt.

Die Definition der Reaktionsgeschwindigkeit d§/ dt
ist unabhingig von der Wahl der Substanz und der
Reaktionsbedingungen, also beispielsweise auch giil-
tig, wenn sich das Volumen zeitlich dndert oder an
der Reaktion mehrere Phasen beteiligt sind. Die Gro-
Bendn;/dt (=v;d&/ dt) sollte man als Bildungs- oder
Zerfallsgeschwindigkeit der Komponente i und die
GrofSe dc;/ d¢, fiir die wir der einfacheren Lese- und
Schreibweise wegen meist d/i// d¢ schreiben werden,
als Geschwindigkeit der Konzentrationséinderung der
Komponente i bezeichnen. Doch herrscht in der Li-
teratur diesbeziiglich keine Einheitlichkeit, und meist
wird unterschiedslos von Reaktionsgeschwindigkeit
gesprochen.

Fiir allgemein giiltige Uberlegungen wird es sich als
sinnvoll erweisen, eine der Reaktionslaufzahl & ent-
sprechende Konzentration, die Reaktionsvariable

§

x==

v (1.5-6)

einzufithren, deren Anderung nach

dx = vi! d/A] = v d[B] = v d[C] = v d/D]
(1.5-7)
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mit den Konzentrationsidnderungen beim Ablauf der
Reaktion Gl. (1.5-1) verkniipft ist. Sie gestattet es, Ge-
schwindigkeiten von Konzentrationsianderungen oh-
ne Festlegung auf eine bestimmte Komponente zu for-
mulieren.

Sicherlich wird die zeitliche Anderung von x, d.h.
die Geschwindigkeit dx/ d¢ von den Konzentrationen
der Reaktanten abhdngen, denn wir konnen vermu-
ten, dass die Reaktionsgeschwindigkeit proportional
zur Haufigkeit der St6f3e zwischen den Reaktanten ist,
und diese sollte wiederum proportional zu den jeweili-
gen Konzentrationen sein. Wir konnen also erwarten,
dass in einfachen Fillen eine Beziehung der Art

dx

_ a b
7 k[A]”[B]” ...

(1.5-8)
existiert. Die Exponenten a4, b, ... nennen wir die Ord-
nung der Reaktion in Bezug auf die Komponenten A,
B, ..., die Summe

n=a+b+... (1.5-9)

die Ordnung der gesamten Reaktion. Die Proportio-
nalitdtskonstante k bezeichnet man als Geschwindig-
keitskonstante.

Von der Ordnung der Reaktion ist zu unterschei-
den die Molekularitit der Reaktion. Sie driickt aus,
wie viele Teilchen an dem elementaren Schritt betei-
ligt sind, der zu der chemischen Reaktion fiihrt. Die
Gleichung A — B + C beschreibt eine monomoleku-
lare Reaktion, die Gleichung A + B — C + D eine bi-
molekulare Reaktion. Ordnung und Molekularitat ei-
ner Reaktion stimmen nur bei sehr einfachen Reaktio-
nen iiberein. Da die Wahrscheinlichkeit eines gleich-
zeitigen Stof3es vieler Molekiile iiberaus gering ist, sind
tri- und hohermolekulare Reaktionen sehr unwahr-
scheinlich. Komplizierte Reaktionen setzen sich des-
halb aus mehreren Teilreaktionen niedrigerer Mole-
kularitit zusammen. Fir die Gesamtreaktion ergibt
sich dann oft auch eine komplizierte Abhéngigkeit der
Reaktionsgeschwindigkeit von den Konzentrationen
der einzelnen Komponenten. Dabei konnen durchaus
auch gebrochene Reaktionsordnungen auftreten. Aus
der Reaktionsordnung lésst sich also noch nichts tiber
den tatsdchlichen Verlauf einer Reaktion, insbesonde-
re nichts tiber den Reaktionsweg aussagen. Oft fithren
verschiedene Modelle fiir den Reaktionsweg zu den
gleichen Reaktionsordnungen.

Im Folgenden wollen wir zundchst einige einfa-
che homogene Reaktionen untersuchen, bei denen
das Gleichgewicht ganz auf der rechten Seite der
GL (1.5-1) liegt, bei denen also praktisch keine Riick-
reaktion stattfindet, d. h. kein A und B aus C und D
gebildet wird.

1.5.2 Reaktionen erster Ordnung

Als Reaktionen, die ein Zeitgesetz erster Ordnung be-
folgen, hat man beispielsweise den thermischen Zer-
fall von Distickstoffpentoxid und von Dimethylether
erkannt:

N,O5 = N,O4 + %02
CH3;0CH; —» CH, + H, + CO
Es handelt sich hierbei also um Reaktionen vom Typ
A—-B+C+..

Bezeichnen wir die Konzentration des Stoffes A zur
Zeit t mit [A], so ist die Geschwindigkeit, mit der [A/
abnimmt, proportional zu [A]. Es ergibt sich also als

Geschwindigkeitsgleichung fiir Reaktionen erster
Ordnung
d/A]

T ki[A]

(1.5-10)
Die Proportionalitatskonstante k; nennt man Ge-
schwindigkeitskonstante. Nach der Trennung der Va-
riablen,

d/A]
— =—kd¢ 1.5-11
=k (15-11)
liefert die unbestimmte Integration
In/A] =-kit+c (1.5-12)

Die Integrationskonstante ¢ ergibt sich aus den An-
fangsbedingungen. Lag zu Beginn der Reaktion (¢ = 0)
die Anfangskonzentration [A], vor, so gilt

In/Aj,=c (1.5-13)
Wir erhalten also
[A]
In — = -kt (1.5-14)
[A] !

oder fiir die zur Zeit t noch vorliegende Konzentration
von A das

Zeitgesetz fiir Reaktionen erster Ordnung

[A] = [A]y - e7! (1.5-15)

Auch eine Reaktion der durch GI. (1.5-1) beschriebe-
nen Art kann nach einem Zeitgesetz erster Ordnung,
beispielsweise in Bezug auf die Komponente A, verlau-
fen. Den Reaktionsablauf konnen wir iber eine Mes-
sung der zeitlichen Anderung der Konzentration einer



beliebigen Komponente i verfolgen. Geméf3 Gl. (1.5-7)
gilt

de _1di]
de ~ F de

(1.5-16)

wobei wir die jeweilige Konzentration von i mithilfe
ihrer Anfangskonzentration [i/, zur Zeit £ = 0 und der
Reaktionsvariablen x ausdriicken kdnnen:

[i] = [i]y +v;x (1.5-17)
Anstelle von GL. (1.5-10) erhalten wir

de 1 d/A]

—=———=k(A 1.5-18

dt = v, dt ky([Ay + vax) ( )

Trennung der Variablen, unbestimmte Integration
und Beriicksichtigung der Randbedingung [A/, bei
¢t = 0 fithren dann zu

x =~ [AJ(1 — evakity (1.5-19)
VA

Substituieren wir x durch Gl. (1.5-17), so erhalten wir,
wenn wir unter i Komponente A verstehen, wieder
GL (1.5-15). Soll i jedoch fiir eines der Reaktionspro-
dukte, beispielsweise fiir D in Gl. (1.5-1), stehen, so
folgt

[D] = [Dly = =-2[AJp(1 - &"41)  (15-20)
A

Ein spezieller Fall fiir eine Reaktion erster Ordnung ist
der radioaktive Zerfall, z. B. der des Radiums in Radon
unter Abspaltung eines a-Teilchens:

-
Ra —- Rn

Man verwendet hier im Allgemeinen nicht die Kon-
zentrationen, sondern die Anzahl N der Atome als Va-
riable. Liegen zur Zeit t = 0 Ny Atome vor, zur Zeit ¢
noch N, so gilt entsprechend Gl. (1.5-15)
N = Nye k! (1.5-21)
Von den hier als Beispiel angefithrten Reaktionen, die
ein Geschwindigkeitsgesetz erster Ordnung befolgen,
stellt der Zerfall des Distickstoffpentoxids keine mo-
nomolekulare Reaktion dar. Auch die Rohrzuckerspal-
tung ist keine monomolekulare Reaktion, obwohl sie
durch ein Geschwindigkeitsgesetz erster Ordnung be-
schrieben werden kann.
Die der Formel nach bimolekulare Reaktion

Rohrzucker + Wasser —

(a)-D-Glucose + (a)-D-Fructose (1.5-22)

1.5 Einfiihrung in die chemische Kinetik

wird in Wirklichkeit durch Wasserstoffionen kataly-
siert. Da ein Katalysator (s. Abschnitt 6.7) zwar ein
unmittelbarer Reaktionspartner sein kann, im Lau-
fe der Reaktion aber stets quantitativ zuriickgebildet
wird, dndert sich die Wasserstoffionen-Konzentration
wihrend der Reaktion nicht. Die Konzentration des
Wassers, das als Losungsmittel und Reaktionspartner
dient, bleibt wegen des grofSen Wasseriiberschusses
wihrend der Reaktion praktisch konstant, kann also
wie die Konzentration der Sdure mit in die Geschwin-
digkeitskonstante einbezogen werden. Bezeichnen wir
die Rohrzuckerkonzentration mit /R/, so folgt fiir das
Geschwindigkeitsgesetz fiir die Reaktion Gl. (1.5-22)

d/R]
— =—k/R 1.5-23
T 1R/ ( )
und nach der Integration fiir das Zeitgesetz
[R] = [R]pe k! (1.5-24)

Da die bimolekulare Reaktion GIl. (1.5-22) nach
1. Ordnung verlauft, spricht man von einer Reaktion
pseudo-1. Ordnung. Beziiglich der katalysierten Rohr-
zuckerinversion siehe auch Abschnitt 6.7.2.

1.5.3 Reaktionen zweiter Ordnung

Reaktionen zweiter Ordnung werden relativ oft gefun-
den. Zuihnen zdhlen beispielsweise die Dimerisierung
von Butadien in der Gasphase oder der Zerfall von
Stickstoffdioxid

Es handelt sich dabei also um Reaktionen des Typs

2A-C+D+... (1.5-25)
oder allgemeiner
A+B—->C+D (1.5-26)

Im Fall der Reaktion Gl. (1.5-25) muss die Zerfallsge-
schwindigkeit vom Edukt A proportional sein der Zahl
der Zusammenstofle zwischen zwei Molekiilen A, al-
so proportional zu [AJ*. Wir kénnen deshalb die Ge-
schwindigkeitsgleichung formulieren als

LA 2k, [AJ?

1.5-
n (1.5-27)

Trennung der Variablen, unbestimmte Integration
und Beriicksichtigung der Randbedingung /A] = [A],
bei t = 0 fithren zum Zeitgesetz

929
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1 1

11 _%
[A] A,

(1.5-28)

Im Fall der Reaktion Gl. (1.5-26) ergibt sich eine ganz
ahnliche Geschwindigkeitsgleichung, sofern die An-
fangskonzentrationen [A/, und /B, gleich grof3 sind,
allerdings fillt der Faktor 2 auf der rechten Seite von
Gl (1.5-28) fort, da v, jetzt den Wert —1 hat.
Dasselbe gilt natiirlich fiir das daraus folgende

Zeitgesetz bei Reaktionen zweiter Ordnung bei glei-
chen Ausgangskonzentrationen

d/A]

1 = ~kalAIB] = ko A"

(1.5-29)

1 1
A TATG kot (1.5-30)
Fiir den Fall, dass die Anfangskonzentrationen von A
und B ungleich sind, wollen wir die Herleitung des
Zeitgesetzes 2. Ordnung fiir ein beliebiges Edukt oder
Produkt mithilfe der Reaktionsvariablen x unter Be-
achtung von GL. (1.5-17) vornehmen. So lautet die

Geschwindigkeitsgleichung fiir Reaktionen zweiter
Ordnung

d
d_’t‘ = ky([Aly + vpx)([B], + vx)

(1.5-31)
denn die Reaktionsgeschwindigkeit muss proportio-
nal der Zahl der Zusammenstof3e von Molekiilen A
mit Molekiilen B sein, also proportional dem Produkt
aus den Konzentrationen von A und B zur Zeit ¢. Die
Trennung der Variablen fithrt zu

dx

1.5-32
([A]y + vax)([B]y + vpx) ( )

=k2dt

und die Integration mithilfe der Partialbruchzerle-
gung (vgl. Mathematischer Anhang G) zu

1 R [B]y + vpx
VB[A]O - VA[B]() [A]O + VAx

= kot +c (1.5-33)

Die Integrationskonstante ¢ ermitteln wir wieder aus
den Anfangsbedingungen bei ¢t = 0:
_ 1 1 [Bly

-_ - @@ 1.5-34
vlAlo— valBlo  [Aly (15-34)

so dass sich insgesamt als

Zeitgesetz bei Reaktionen zweiter Ordnung

1 In [Alo([B]y + vpx)
vlAlo — valBly  [Blo([Aly + vax)

= kyt (1.5-35)

ergibt.

1.5.4 Reaktionen dritter Ordnung

Reaktionen dritter Ordnung sind bereits sehr selten.
Die Oxidation des Stickstoffmonoxids zu Stickstoftdi-
oxid

kann als ein Beispiel angefiihrt werden. Es sind also
Reaktionen vom Typ

A+B+C—>D+E+... (1.5-36)

Fiir ihre Untersuchung wird man nach Moglichkeit die
Anfangskonzentrationen von A, B und C im stochio-
metrischen Verhiltnis wéhlen. In der allgemeinen For-
mulierung lautet die

Geschwindigkeitsgleichung fiir Reaktionen dritter
Ordnung

d
d—’; = ks([A]y + vAx)([B]o + vex)([Cly + vex)
(1.5-37)

und mit

(Ao _ Bl _[Cho _ (1.5-38)

VA VB Ve
dw 3
Frie ksvavgve(x — a) (1.5-39)

Uber die Trennung der Variablen und die unbestimm-
te Integration erhalten wir

1

TP (1.5-40)

= k3VAVBVCt +c

Beachten wir wieder die Anfangsbedingungen x = 0
bei ¢ = 0, so ergibt sich

1

C = ——— 1.5'4‘1
Y ( )
und nach dem Einsetzen von Gl (1.5-41) in

Gl. (1.5-40)
i ; = 2k3VAVBVct (15—4'2)

a? (x—a)?



Die Beachtung von Gl. (1.5-17) fithrt schliefllich zu
1 1

VpV,
= 2k;——C¢ (1.5-43)

[A]y  [A] Va

Beachten wir, dass die stochiometrischen Faktoren al-
ler Edukte aus Gl. (1.5-36) den Wert —1 haben, so folgt
letztendlich fiir das

Zeitgesetz fiir Reaktionen dritter Ordnung
L — L = 2/(31’

1.5-44
AP [A]} ( )

1.5.5 Reaktionen nullter Ordnung

Ein besonderer Fall liegt vor, wenn sich die Reaktion —
z. B. bei heterogen katalytischen Reaktionen — an ei-
ner Oberfliche, d.h. in einer Adsorptionsphase, ab-
spielt und die adsorbierte Menge bei hinreichend ho-
hem Druck der Gasphase druckunabhingig ist (vgl.
Abschnitt 2.7.5). Die durch die Reaktion verbrauch-
te Substanzmenge wird dann laufend durch Adsorp-
tion aus der Gasphase ergénzt, so dass die Konzen-
tration des Ausgangsstoffes in der Adsorptionsphase
konstant bleibt. Fiir eine Zerfallsreaktion, die in ho-
mogener Phase nach der ersten oder zweiten Ordnung
verlaufen wiirde (vgl. Abschnitt 6.3.1), ergébe sich

k
A + Katalysator — A - Katalysator =S
B - Katalysator + C - Katalysator —
B + C + Katalysator .

Der Adsorptionsschritt und die Desorptionsschritte
mogen viel schneller verlaufen als der Zerfall von A in
B und C in der Adsorptionsphase. Dann wird die Ge-
schwindigkeit der Reaktion lediglich durch den mitt-
leren Schritt mit der Geschwindigkeitskonstanten k
bestimmt, wobei, wie oben ausgefiihrt, die Konzentra-
tion des Adsorptionskomplexes A - Katalysator zeitlich
konstant bleibt.

Die Geschwindigkeit, bezogen auf die Reaktionsva-
riable x, ist dann gegeben durch die

Geschwindigkeitsgleichung fiir Reaktionen nullter
Ordnung

dx
— =Kk 1.5-45
e~ ° ( )
wofiir wir in Analogie zu Gl. (1.5-39) auch schreiben
konnen

d_x = kov?\(x —a)

1.5-4
dt (15-46)

1.5 Einfiihrung in die chemische Kinetik

Wir spechen deshalb von einer Reaktion nullter Ord-
nung. Die Integration von Gl. (1.5-45) liefert als

Zeitgesetz fiir eine Reaktion nullter Ordnung

x = kot (1.5-47)

bzw.

[A] - [A]y = —kot (1.5-48)
wenn man Gl. (1.5-17) berticksichtigt und die Konzen-
tration des Eduktes A einfiihrt.

1.5.6 Die Bestimmung der Reaktionsordnung

Reaktionskinetische ~Untersuchungen fithrt man
durch, um Aufschluss iiber den Reaktionsmecha-
nismus zu erhalten. Zu diesem Zweck stellt man fiir
denkbare Reaktionswege Geschwindigkeitsgleichun-
gen auf und priift, ob diese durch das Experiment
bestitigt werden. Im einfachsten Fall wiirde es sich
also darum handeln, nachzupriifen, ob eine Reakti-
on nach einer bestimmten Ordnung verlduft. Dabei
sollten wir jedoch bedenken, dass wir auf diese Weise
unzutreffende Reaktionsmechanismen ausschliefien,
richtige aber nicht als solche beweisen konnen, da
moglicherweise auch andere Reaktionswege auf ein
gleiches Zeitgesetz fithren wiirden.

Ein recht einfacher Weg, die Ordnung einer Reak-
tion zu ermitteln, ist die graphische Darstellung der
Messwerte. Fiir die folgenden Betrachtungen gehen
wir bei Reaktionen zweiter und dritter Ordnung davon
aus, dass die Anfangskonzentrationen der verschiede-
nen Reaktionspartner im stochiometrischen Verhilt-
nis vorliegen und dass alle stochiometrischen Fakto-
ren den Absolutwert 1 haben. Im Falle einer Reakti-
on erster Ordnung sollte geméf$ Gl. (1.5-15) die loga-
rithmische Auftragung der jeweiligen Konzentration
[A] gegen die Zeit ¢ eine Gerade ergeben. Liegt dage-
gen eine Reaktion zweiter oder dritter Ordnung vor, so

hangt nach Gl (1.5-30) [i—] bzw. nach Gl. (1.5-44) ﬁ

linear von der Zeit ¢ ab. Fiir eine Reaktion nullter Ord-
nung ergibt sich schliefllich entsprechend GI. (1.5-48)
eine Linearitit zwischen /A und ¢. In den Abb. 1.5-1
bis 1.5-4 sind fiir den Fall, dass /[AJ, = 1 moldm™3
ist und ky bis k3 den gleichen Zahlenwert 0.5 (nicht
die gleiche Benennung!) besitzen, die entsprechenden
Auftragungen wiedergegeben.

Fiir eine rechnerische Ermittlung der Reaktionsord-
nung bietet sich die Priifung an, aus welcher der oben
genannten Gleichungen fiir die Geschwindigkeitskon-
stante k tatsiachlich ein konstanter, von der Zeit bzw.
dem Umsatz unabhéngiger Wert resultiert. So miisste
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Abb. 1.5-1 Reaktion erster Ordnung; Auftragung gemaf
Gl. (1.5-15).
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Abb. 1.5-2 Reaktion zweiter Ordnung; Auftragung gemaf3
Gl. (1.5-30).

nach
ko = 1UAJy — [A] (1.5-49)
ky = %m % (1.5-50)
ky = % <[le - ﬁ) (1.5-51)
net(h- ) 155

bei Vorliegen einer Reaktion #-ter Ordnung k,, unab-
héngig von ¢ und [A] sein. Sinnvoller ist es jedoch, die
Halbwertszeiten t, ;, einzufiihren. Das sind die Zeiten,
in denen sich die jeweils vorliegende Ausgangsmen-
ge gerade zur Hifte umgesetzt hat, d. h. nach denen
[A] = B2 ist. Aus den Gl (1.5-49) bis (1.5-52) erge-
ben sich

die Halbwertszeiten (t,,), einer Reaktion n-ter
Ordnung:

(t1/2)0 = %[A]o (1.5-53)
0
(t12h = lr/:_IZ (1.5-54)
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Abb. 1.5-3 Reaktion dritter Ordnung; Auftragung gemaf
Gl. (1.5-44).

(A} [mol dm¥]
i

t [min]

Abb. 1.5-4 Reaktion nullter Ordnung; Auftragung gemaf
Gl. (1.5-48).

1 1

(t1y2)2 = % [Als (1.5-55)
3 1
(t1/2)3 = 2_/<3[_A]2 (1.5-56)
0

Wenn die untersuchte Reaktion nach nullter, erster,
zweiter oder dritter Ordnung verlduft, ist die Halb-
wertszeit proportional der jeweiligen Ausgangskon-
zentration, von ihr unabhingig, umgekehrt proportio-
nal der Ausgangskonzentration oder umgekehrt pro-
portional zu ihrem Quadrat.

In Abb. 1.5-5a sind — wieder fiir den festen Zahlen-
wert k = 0.5 und die Ausgangskonzentration [A], =
I moldm™2 — die Konzentrationen /A/ in Abhingig-
keit von der Zeit aufgetragen.

Man erkennt, dass fiir den speziellen Fall /Aj, =
1 mol dm~2 die Startgeschwindigkeit fiir alle Ordnun-
gen gleich grof} ist, dass die Geschwindigkeit beim
Fortschreiten der Reaktion nur fiir die nullte Ord-
nung konstant bleibt, bei hoherer Ordnung jedoch ab-
nimmt, und zwar um so stérker, je hoher die Ord-
nung ist. In Abb. 1.5-5b sind zur Demonstration der
Gl. (1.5-53) bis (1.5-56) die aus Abb. 1.5-5a fiir die
Bereiche [A]y — [A]y/2; [Aly/2 — [Aly/45 [A]y/4 —
[A]y/8 usw. entnommenen Halbwertszeiten wieder-
gegeben. Selbstverstandlich lédsst sich die Reaktions-
ordnung auch anhand von Halbwertszeiten bestim-
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Abb. 1.5-5 Vergleich der Reaktionen nullter bis dritter Ord-
nung. (@) Konzentration [A] des Ausgangsstoffes A in Abhan-
gigkeit von der Reaktionszeit t, (b) aus (a) ermittelte Halb-
wertszeiten.

men, die aus sich Giberlappenden Reaktionsbereichen
stammen. Das ist besonders wichtig bei nicht vollstdn-
dig verlaufenden Reaktionen, bei denen zur Ermitt-
lung der Reaktionsordnung nur ein kurzer Anfangs-
bereich der Reaktion verwendet werden kann, in dem
sich die Riickreaktion noch nicht stéorend bemerkbar
macht.

Bei komplizierteren Reaktionen konnen die ge-
nannten Verfahren zur Bestimmung der Reaktions-
ordnung versagen, insbesondere wieder dann, wenn
Riickreaktionen einsetzen. Gerade in diesem Fall ist
es zweckmiflig, die Anfangsgeschwindigkeit zu mes-
sen, weil die Konzentrationen der Reaktionspartner
dann noch den genau bekannten Anfangskonzentra-
tionen entsprechen. Die Anfangsreaktionsgeschwin-
digkeit (dx/ dt), moge durch die allgemeine Form

dx

<—> = k[AJ2[BJS[CIS (1.5-57)
0

dt

gegeben sein. Durch Logarithmieren erhalten wir

log <%> =logk+alog[A],+blog[B],+clog/[C],
0
(1.5-58)

Halten wir nun in einer Reihe von Messungen /B, und
[C], konstant und variieren [A], so ergibt die Auftra-

gung der gemessenen Werte von log (% ) in Abhén-
0

gigkeit von log [A], eine Gerade, deren Steigung uns
die Ordnung « in Bezug auf die Komponente A liefert.

1.5 Einfiihrung in die chemische Kinetik

In entsprechender Weise verfahren wir beziiglich der
Bestimmung der Ordnungen b und c.

Verlauft die Reaktion zu schnell, um dieses Verfah-
ren anwenden zu konnen, so bietet sich die sog. Iso-
liermethode an. Die Reaktionsgeschwindigkeit sei ge-
geben durch

dx _ arBPICK

= 1.5-59
i ( )

In einem ersten Experiment werden wir die Kompo-
nenten B und C in einem so groflen Uberschuss gegen-
iiber A verwenden, dass sich [B/ und /C/ im Vergleich
zu [A] praktisch nicht dndern. Wir konnen dann ni-
herungsweise schreiben

dx ~ K'[A]*

T (1.5-60)

Die Ordnung in Bezug auf A bestimmen wir dann nach
einem der oben genannten Verfahren. In entsprechen-
der Weise ermitteln wir b und ¢, indem wir die Kom-
ponente B bzw. C in starkem Unterschuss einsetzen.
Die Rohrzuckerinversion (Gl 1.5-23) ist ein Spezial-
fall der Isoliermethode.

1.5.7 Unvollstéandig verlaufende Reaktionen

Eine chemische Reaktion kann, abgesehen von gewis-
sen heterogenen Reaktionen, nie vollstindig verlau-
fen, denn sobald sich nach

k
A+B =S C+D (1.5-61)
aus den Ausgangsstoffen die Produkte C und D gebil-
det haben, besteht die Moglichkeit, dass sich gemaf3

C+D k—_>2 A+B (1.5-62)
aus den Reaktionsprodukten die Ausgangssubstanzen
zuriickbilden. Man spricht deshalb im Fall der durch
Gl. (1.5-61) beschriebenen Reaktion von der Hinreak-
tion und im Fall der durch Gl. (1.5-62) beschriebenen
Reaktion von der Riickreaktion. In dem angefithrten
Beispiel handelt es sich beide Male um eine Reaktion
zweiter Ordnung, deren Geschwindigkeitskonstanten
(k, fir die Hin-, k_, fiir die Riickreaktion) jedoch im
Allgemeinen unterschiedlich sein werden.

Lagen zu Beginn der Reaktion (¢ = 0) nur die Stoffe A
(mit der Konzentration [A/,) und B (mit der Konzen-
tration /B/,) vor und noch keine Reaktionsprodukte C
und D, so gilt fir die Hinreaktion nach Gl. (1.5-31)

-

d
X ky([AJy + vox)([B]y + vx)

- 1.5
" (1.5-63)

103



104

1 Einfiihrung in die physikalisch-chemischen Betrachtungsweisen, Grundbegriffe und Arbeitstechniken

und fur die Riickreaktion

-
dx

- 2
— = —k_yvcvpx

1.5-64
dt (15-64)

Fiir die Gesamtgeschwindigkeit im Reaktionssystem

A+B=C+D (1.5-65)

ergibt sich dann

d
d—‘: = k2([A]0 + VAx)([B]O + VBx) — k_2VCVDx2

(1.5-66)

Die Konzentrationen andern sich nicht mehr, wenn
die Gesamtgeschwindigkeit null wird. Es stellt sich
ein Gleichgewicht ein, bei dem Hin- und Riickreak-
tionen gleich schnell verlaufen. Wir sprechen deshalb
von einem dynamischen Gleichgewicht. Da die Ge-
schwindigkeitskonstanten durch die Reaktionen gege-
ben sind und [A/, und /B/, vorgegeben waren, ist das
nach GI. (1.5-66) nur fiir eine bestimmte Reaktionsva-
riable x, moglich.

dx
(%)... =
x—xgl

kZ([A]O + VAng)([B]O + VBxgl) = k_chxglVngI
(1.5-68)

(1.5-67)

oder

Daraus ergibt sich unter Berticksichtigung von
GL (1.5-17) fir

das chemische Gleichgewicht

[C]gl[D]gl kz
—— =—=K 1.5-69

Wir miissen aber beachten, dass in Gl. (1.5-69) die
durch eckige Klammern ausgedriickten Konzentra-
tionen die im Gleichgewicht vorliegenden Konzen-
trationen sind. Es zeigt sich also, dass das Produkt
der Konzentrationen der Endprodukte dividiert durch
das Produkt der Konzentrationen der Ausgangsstoffe
konstant ist, sofern sich bei der Reaktion ein Gleich-
gewicht eingestellt hat. Die Konstante K bezeich-
net man als Gleichgewichtskonstante. Sie errechnet
sich als Quotient der Geschwindigkeitskonstanten der
Hin- und Riickreaktion. Gleichung (1.5-69) ist nichts
anderes als das Massenwirkungsgesetz, das hier mithil-
fe der Kinetik abgeleitet wurde.

Bodenstein hat auf diesem Wege die Gleichge-
wichtskonstante der Bildung von Iodwasserstoft aus
Wasserstoff und Iod ermittelt,

H, +1, = 2HI (1.5-70)
[HI* k
gl 2
— =K =— (1.5-71)
[HZ]gI[IZng k—2

indem er zum einen von Wasserstoff und Iod aus-
ging und die Bildungsgeschwindigkeit fiir lodwasser-
stoff bestimmte, zum anderen ausgehend von lod-
wasserstoff die Zerfallsgeschwindigkeit maf3. Im Ab-
schnitt 6.3.3 werden wir jedoch erfahren, dass der Me-
chanismus dieser Reaktion in Wirklichkeit viel kom-
plexer ist.

1.5.8 Folge- und Parallelreaktionen

Im Vorangehenden haben wir bereits erfahren, dass
kompliziertere Reaktionen oft aus einer Folge ver-
schiedener Reaktionsschritte bestehen. Nur in weni-
gen Fillen ist es dann moglich, eine geschlossene ma-
thematische Behandlung durchzufiihren, wie z.B. in
Abschnitt 6.2.3. Jeder einzelne Schritt in einer Reakti-
onsfolge

kl k/l k/l/

A-B—-C—->D (1.5-72)
ist durch eine fiir ihn charakteristische Reaktions-
ordnung und Geschwindigkeitskonstante ausgezeich-
net. Fir die Gesamtreaktion (Gl. 1.5-72), die Bildung
von D aus A, ist, sofern sich k’, k¥’ und k"’ hinrei-
chend unterscheiden, im Wesentlichen der langsams-
te der drei Schritte geschwindigkeitsbestimmend und
der Messung zuginglich, wihrend die beiden schnel-
leren Schritte nicht verfolgt werden kénnen (vgl. Ab-
schnitt 6.2.3 und GI. (6.2-28)).

Oft, insbesondere bei Reaktionen organischer Mo-
lekiile, sind auch verschiedene Reaktionswege mog-
lich. So ldsst sich Ethanol entweder zu Ethen dehydra-
tisieren oder zu Ethanal dehydrieren. Hier liegen nicht
Folge-, sondern Parallelreaktionen vor:

.. GH, + H,0
C,H;0H _,,
"CH,CHO + H,

oder allgemein geschrieben

ko B
A g
-0
e (1.5-73)



Welches Produkt bei der Reaktion entstehen wird,
hangt vom Verhiltnis der Geschwindigkeitskonstan-
ten kg und k¢ ab. Ist kg = k¢, wird sowohl B als auch
C gebildet werden, ist kg > k¢, so fithrt die Reakti-
on praktisch nur zum Produkt B, im Fall von kg <«
kc zu C. Bei Parallelreaktionen ist also die schnells-
te der Reaktionen bestimmend fiir den Reaktionsweg
und die Gesamtgeschwindigkeit. Das erkennt man un-
mittelbar, wenn man die Geschwindigkeitsgleichung
betrachtet. Fiir den einfachsten Fall zweier vollstén-
dig verlaufender Parallelreaktionen erster Ordnung ist
die Geschwindigkeit, mit der sich der Ausgangsstoff A
zersetzt, gegeben durch

d/A
_d[_t] = kp[A] + kc[A] = (kg + kc)[A] (1.5-74)

Die Integration liefert

[A] = [A]je~kstko)t (1.5-75)
also eine Reaktion erster Ordnung beziiglich A.
Fiir die Bildungsgeschwindigkeit von B folgt
d/BJ/

——= = kp[A] = kp[AJye”Fs o

1.5-
N (1.5-76)

Integrieren wir Gl. (1.5-76) und beachten die Anfangs-
bedingungen (/A/,, und /[BJ, = 0 bei £ = 0), so erhalten
wir

 kelAly

— 1-— e—(kB+kC)t
kg + kc( )

[B]

(1.5-77)

Entsprechendes gilt fiir das Produkt C. Welches der
beiden Produkte vorzugsweise entsteht, hingt dem-
nach vom Verhiltnis der beiden Geschwindigkeits-
konstanten kg und k¢ ab.

Bei der Zersetzung des Ethanols erhohen oxidische
Katalysatoren die Geschwindigkeitskonstante der De-
hydratation, metallische die der Dehydrierung.

1.5.9 Die Temperaturabhdngigkeit der
Reaktionsgeschwindigkeit

Eine Betrachtung der Gl (1.5-10), (1.5-31) oder
(1.5-37) lasst erkennen, dass der aus dem Experiment
bekannte Einfluss der Temperatur auf die Reaktions-
geschwindigkeit nur tiber die Geschwindigkeitskon-
stanten k erfolgen kann. Eine Temperaturerh6hung
kann sich sehr unterschiedlich auf die Geschwindig-
keitskonstante auswirken. Im Rahmen dieses einfiih-
renden Kapitels soll nur der haufigste Fall, der bereits
1889 von Arrhenius untersucht wurde, etwas einge-
hender besprochen werden. Eine ausfiihrliche Diskus-
sion erfolgt im Kapitel 6.

1.5 Einfiihrung in die chemische Kinetik

In umfangreichen Studien fand Arrhenius, dass die
Geschwindigkeitskonstante k,, einer e-Funktion pro-
portional ist, die im negativen Exponenten den Kehr-
wert der absoluten Temperatur enthilt:

k, = kge /T (1.5-78)

Schreiben wir diese Gleichung um, indem wir den Ex-
ponenten mit der Boltzmann-Konstanten k und der
Loschmidt’schen Konstanten N, erweitern, so erhal-
ten wir

die Arrhenius-Gleichung

_Ak _fa _Na&
kn=k0‘e kT =k0‘e kT:ko'e RT (1.5'79)

Wir erkennen, dass der Exponent eine Energie ¢, ent-

halten muss. Der Ausdrucke e & ist identisch mit
GL (1.3-31). Er gibt, wie in Abschnitt 1.3.4 gezeigt wur-
de, den Bruchteil von Molekiilen an, die eine Energie
grofSer als oder gleich ¢, besitzen. Das legt die Ver-
mutung nahe, dass nicht jedes Molekiil bei einem Zu-
sammenstof mit einem anderen reagiert, sondern nur
dann, wenn es eine Mindestenergie ¢, besitzt. Man
bezeichnet ¢, deshalb als Aktivierungsenergie. Meis-
tens betrachtet man nicht die Energie eines Molekiils,
sondern die entsprechende molare Energie. Man er-
weitert dann den Exponenten mit N, und fiihrt fiir
N, - g, die Grof3e E, ein. Anschaulich lassen sich die
Verhiltnisse darstellen, wenn wir die Energiestufen,
die die reagierenden Molekiile beim Reaktionsfort-
gang durchlaufen, in Abhéngigkeit von diesem dar-
stellen (Abb. 1.5-6). E, ist die molare Energie der re-
agierenden Molekiile vor der Reaktion, E, die molare
Energie nach der Reaktion. Der Unterschied ist die Re-
aktionsenthalpie AH.

Der Ubergang von E, nach E, erfolgt jedoch we-
der fir die Hinreaktion (im gewéhlten Beispiel exo-
therm, d.h. AH < 0) noch fiir die Riickreaktion (en-
dotherm, d. h. AH > 0) direkt. Vielmehr muss eine En-
ergiebarriere iiberwunden werden, die fir die Hinre-

—
e(l_ktion die Hohe E,, fir die Riickreaktion die Hohe

E , hat. Diese Aktivierungsenergien E, sind erforder-

Abb. 1.5-6 Energiebarriere, die bei der Reaktion Giberwunden
werden muss.
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Ink

1
T

Abb. 1.5-7 Zur Temperaturabhdngigkeit der Geschwindig-
keitskonstanten k.

lich, um die Bindungen innerhalb der Molekiile zu lo-
ckern und sie so auf die Reaktion vorzubereiten. Die
Differenz der Aktivierungsenergien fiir die Hin- und
Riickreaktion ist identisch mit der Reaktionsenthalpie.
Nach auflen hin geben sich die Aktivierungsenergien
nur durch die Temperaturabhéngigkeit der Geschwin-
digkeitskonstanten, nicht aber durch kalorische Effek-
te zu erkennen.

Zur Ermittlung der Aktivierungsenergie ist es not-
wendig, zundchst die Ordnung der Reaktion zu er-
mitteln und die entsprechende Geschwindigkeitskon-
stante bei verschiedenen Temperaturen zu messen.
Die Auftragung von In k,, gegen 1/T muss dann nach
Gl. (1.5-79) eine Gerade liefern (Abb. 1.5-7):

Ea
Ink, =Ink, — 2T (1.5-80)
Ausihrer Steigung ergibt sich die Aktivierungsenergie.

Die Arrhenius-Gleichung hat einen weiten Gel-
tungsbereich. Sinnvoll ist ihre Anwendung jedoch nur
bei einfachen Reaktionsschritten, zumal wenn weiter-
gehende Schliisse gezogen werden sollen.

Es gibt zahlreiche Fille, in denen eine vollig ande-
re Temperaturabhingigkeit beobachtet wird, als sie
aus der Arrhenius’schen Gleichung folgt (Abb. 1.5-8a).
Abbildung 1.5-8 zeigt einige typische Beispiele.

Diese  beobachtet man bei  Explosionen
(Abb. 1.5-8b), bei Enzymreaktionen und bei hete-
rogenen katalytischen Reaktionen (Abb. 1.5-8c) so-
wie bei Anwesenheit vorgelagerter Gleichgewichte
(Abb. 1.5-8d). Wir werden spiter im Kapitel 6 auf
diese Fille zurtickkommen.

1.5.10 Kernpunkte des Abschnitts 1.5

Reaktionsgeschwindigkeit, Abschnitt 1.5.1

Ordnung und Molekularitét einer Reaktion,
Abschnitt 1.5.1

Reaktionen erster Ordnung, Abschnitt 1.5.2

Geschwindigkeitsgleichung, Gl. (1.5-10);
Zeitgesetz, Gl (1.5-15)

Ky ks
(@) T (b T
k k
(© T T

Abb. 1.5-8 Verschiedene Typen der Temperaturabhangigkeit
der Geschwindigkeitskonstanten.

Reaktionen zweiter Ordnung, Abschnitt 1.5.3

Geschwindigkeitsgleichung, Gl. (1.5-29);
Zeitgesetz, GL. (1.5-30)

Reaktionen dritter Ordnung, Abschnitt 1.5.4

Geschwindigkeitsgleichung, Gl. (1.5-37);
Zeitgesetz, Gl (1.5-44)

Reaktionen nullter Ordnung, Abschnitt 1.5.5

Geschwindigkeitsgleichung, Gl. (1.5-45),
Zeitgesetz, Gl. (1.5-47)

Bestimmung der Reaktionsordnung, Abschnitt 1.5.6

Halbwertszeiten, Gl. (1.5-53) bis (1.5-56)

Unvollstindig verlaufende Reaktionen,
Abschnitt 1.5.7

Folge- und Parallelreaktionen, Abschnitt 1.5.8
Temperaturabhdngigkeit der
Reaktionsgeschwindigkeit, Abschnitt 1.5.9
Arrhenius-Gleichung, Gl. (1.5-79)

1.5.11 Rechenbeispiele zu Abschnitt 1.5

1 Zur Untersuchung der Rohrzuckerinversion mit-
hilfe der Drehung der Polarisationsebene wurden fiinf
Versuchsreihen durchgefiihrt. Bei den Reihen I bis IV
lagen 7.33 g Rohrzucker, bei Reihe V 7.58 g Rohrzucker
in 100cm? Losung vor. Bei den Reihen I bis IV war
die Losung 0.75 M beziiglich HCI, bei der Reihe V nur
0.5 M. Die Drehung der Polarisationsebene wurde bei
verschiedenen Temperaturen in Abhadngigkeit von der
Zeit t gemessen.

Die jeweilige Rohrzuckerkonzentration ist a, — a
proportional. Man ermittle fiir jede der Versuchs-
reihen a) die Reaktionsordnung und b) die Ge-
schwindigkeitskonstante. Man berechne c) die Ak-
tivierungsenergie und diskutiere d) die Abhén-



gigkeit der Geschwindigkeitskonstanten von der
H*-Ionen-Konzentration.

| I 1] v Vv

333K 318K 303K 293K 303K

t a t a t a t a t a
min Grad min Grad min Grad min Grad min Grad
2 038 3 628 3 834 3 981 3 935
3 -015 5 48 6 756 7 946 6 9.14
4 =055 7 371 10 730 11 928 9 873
5 -081 9 272 15 652 16 900 13 8.00
6 -09911 193 19 620 20 882 18 743
7 -11115 064 23 580 30 840 24 6.80
8§ -1.2021 -0.4130 457 41 7.81 34 5.89
9 -1.2630 -1.1740 355 50 741 46 4.87
10 -1.3040 -1.6567 140 66 676 60 3.81
o0 =139 -191 0 -251 00 =297 0 —2.59

2 In welcher Zeit zerfallen 10 % eines Thoriumpréa-
parats, wenn die Halbwertszeit 1.4 - 101° Jahre betrigt?

3 Ameisensduredampf zerfallt an metallischen Kata-
lysatoren, z. B. an Silber, entsprechend der Gleichung

HCOOH — H, + CO, .

Die jeweilige Reaktionsgeschwindigkeit wird gemes-
sen, indem man aus einem Vorratsgefdfd heraus die
Ameisensédure verdampft, iber den Katalysator strei-
chen lasst, die nicht zersetzte Ameisensdure kon-
densiert und dem Vorratsgefifs wieder zufithrt und
die Bildung der gasformigen Zerfallsprodukte mithil-
fe eines Stromungsmessers verfolgt. Es zeigte sich,
dass bei konstantgehaltener Temperatur im Reakti-
onsraum der Stromungsmesser unabhingig von der
Zeit den gleichen Wert anzeigte. Bei einer Tempera-
turdnderung beobachtete man folgende Stromungsge-
schwindigkeit Q.

% 591 625 641 657 673 690 704 721 735

Q

Ime b 1.20 2.55 2.85 3.30 3.80 4.70 5.20 5.55 6.15
S h-

Nach welcher Reaktionsordnung erfolgt der Ameisen-
sdurezerfall, wie grof} ist die Aktivierungsenergie?

4 Die Umlagerungvon cis- in trans-1,2-Dichlorethen
verlauft im gasformigen Zustand bei Gegenwart von
Sauerstoff nach einem Zeitgesetz 1. Ordnung. Bei ei-
ner bestimmten Temperatur beobachtet man, dass
sich, ausgehend von reiner cis-Verbindung, nach 6h
64 % trans-Verbindung gebildet haben. Wie grof3 ist
die Halbwertszeit der Reaktion?

1.5 Einfiihrung in die chemische Kinetik

5 Die Verseifung des Essigsdureethylesters mit
Natronlauge verlduft nach zweiter Ordnung. Bei
283K betragt die Geschwindigkeitskonstante k, =
2.38 dm® mol~! min~!. Nach welcher Zeit sind 40 %
des Esters verseift, wenn 1 dm? 0.1 M Esterlosung mit
1dm?® 0.1 M NaOH bei 283 K umgesetzt werden?

6 Bei einer chemischen Reaktion nahm die Konzen-
tration eines der Ausgangsstoffe innerhalb der ersten
2 Stunden auf die Hélfte der Anfangskonzentration ab.
Nach welcher Reaktionszeit liegt nur noch ein Achtel
der Anfangskonzentration vor, wenn a) nach dreistiin-
diger, b) nach vierstiindiger Reaktionszeit die Halfte
derjenigen Konzentration festgestellt wurde, die nach
einstlindiger Reaktionsszeit gemessen worden war?
Welche Reaktionsordnung liegt bei a) und bei b) vor?

7 Die Zersetzung von Ammoniak an einer geheiz-
ten Wolframoberfliche wurde bei konstanter Tempe-
ratur, aber unterschiedlichen Anfangsdriicken unter-
sucht. Man fand dabei folgenden Zusammenhang zwi-
schen den Anfangsdriicken p, und den Halbwertszei-
ten Zyy:

po/mbar 8.67 14.0 20.0 24.7

tipls 290 460 670 820

Bestimmen Sie die Reaktionsordnung und die Ge-
schwindigkeitskonstante.

8 Die Gasphasenreaktion

ist bei 973 K mithilfe der Methode der Anfangsge-
schwindigkeit durch Messung des Gesamtdrucks als
Funktion der Zeit untersucht worden. In drei Ver-
suchsreihen A, B und C fand man:

A B C
Anfangs- po (NO)/bar 0.5 0.5 0.25
druck
po(Hy)/bar 0.2 0.1 0.2
Anfangs- —dp
g?sch‘win— <T> /barmin~! 0.0048 0.0024 0.0012
digkeit 0

a) Welcher Zusammenhang besteht zwischen den
Geschwindigkeiten der Partialdruckédnderungen
dp(NO) dp(Hy) dp(Ny) dp(H,0)

und der Gesamt-

de 7 de 7 dt 7 de
. d
druckinderung <£?

b) Wie lautet die Geschwindigkeitsgleichung fiir die
Anfangsgeschwindigkeit (_d—dtp )O?
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¢) Bestimmen Sie aus den experimentellen Daten die
Reaktionsordnung beziiglich NO und H,.

d) Welchen Wert hat die Geschwindigkeitskonstan-
te?

9 Bei einer bimolekularen chemischen Reaktion
A+B— P, +D,
in Losung hat man folgende Beobachtung gemacht:

a) Die Bildungsgeschwindigkeit von P; hédngt nur
von der jeweiligen Konzentration von A ab.
B) Die Konzentration von A sinkt innerhalb einer

Stunde von [A], auf [Aly

2
[Aly [Aly
Stunden von - auf T

Bearbeiten Sie folgende Aufgaben:

und innerhalb von drei

a) Geben Sie eine mogliche Erklarung fiir die unter a)
genannte Beobachtung.

b) Welche Reaktionsordnung liegt beziiglich des
Eduktes A vor?

¢) Wie grof3 war die Anfangskonzentration an A,
wenn nach 7 h noch eine Konzentration von [/A] =
7.8 - 1073 mol dm™3 gemessen wurde?

10 Fir die Reaktion

ky
H* + OH™ = H,0
k-1
hat k_; bei 298K den Wert 2.7 - 10™°s71. Wel-
chen Wert hat die Geschwindigkeitskonstante k,
wenn der dekadische Logarithmus des Ionenprodukts
[H*]- [OH~] des Wassers —14.0 betragt?

11 Eine dquimolare Mischung der Komponenten A
und B reagiert gemaf3 der Summengleichung:

A+B->C

Nach einer Stunde ist A zu 75 % abreagiert. Berechnen
Sie, wieviel Prozent von A nach zwei Stunden Reakti-
onszeit noch tibrig sind, wenn die Reaktion

a) erster Ordnung in A und nullter Ordnung in B,
b) erster Ordnung in A und B,
¢) nullter Ordnung sowohl in A als auch in B ist.

12 Gegeben sei folgende Reaktionsgleichung:
A+2B - AB,

Bestimmen Sie die Ordnungen a und b beziiglich der
Komponenten A und B im folgenden Geschwindig-
keitsgesetz:

op = k(AL - [B]}

Benutzen Sie dazu die Werte von oy — vy, die in
der folgenden Tabelle fiir verschiedene Kombinatio-
nen von Anfangskonzentrationen der Substanzen A
und B gegeben sind.

g [mol/ls] 0.04 0.12 036 1.08
[Al,[mol/]] 05 05 1 1
[B],[moll] 05 1 05 1

Handelt es sich bei der oben angegebenen Reaktions-
gleichung um eine Elementarreaktion?
Berechnen Sie die Geschwindigkeitskonstante k.

13 Die Reaktion von NOj--Radikalen mit H:, -OH
und HO,- erfolgt nach folgenden Elementarreaktio-
nen:

(1) NO; +H — OH + NO,
ky = 6.6 -10%1mol~ts71
ky=1.2-10""1mol 's7!
ks =2.16 - 10° Imol ! s

(4‘) NOg + H02 g 02 + HN03
ky =5.4-10%1mol 's7!

a) Formulieren Sie die Ausdriicke d /[R]/ d¢ fiir alle
Reaktanten R.

b) Berechnen Sie die Anfangsgeschwindigkeit fiir
die Abnahme von NOj;. Die Anfangspartialdru-
cke sind: p(NO3) = 0.1 mbar, p(H) = p(OH) =
1078 bar und p(HO,) = 0 bar bei 298 K. Notwendi-
ge Umrechnungen erfolgen tiber das ideale Gesetz.

14 Fiir die Reaktion eines Stoffes A zum Produkt P
wurden folgende Konzentrations-Zeit-Wertepaare er-
mittelt:

t [s] 0 100 200 300 400 500 600 700 800

[A][1072M] 5.00 3.55 2.75 2.25 1.85 1.60 1.48 1.40 1.38

a) Zeichnen Sie den Konzentrations-Zeit-Verlauf.
Bestimmen Sie mithilfe dieser Auftragung die
Halbwertszeiten fiir 5 der gegebenen Konzentra-
tionen [A/. Bestimmen Sie anschliefSend mit den
so erhaltenen Wertepaaren nach der Methode der
Halbwertszeiten die Reaktionsordnung.

b) Nehmen Sie an, dass die Reaktion in einem Ele-
mentarschritt ablauft, bei dem keine weiteren Re-
aktionspartner vorhanden sind. Wie lautet die Re-
aktionsgleichung dieses Elementarschrittes? Stel-



len die das Geschwindigkeitsgesetz fiir diesen
Schritt auf.

¢) Bestimmmen Sie die Reaktionsordnung noch-
mals — nun aber, indem Sie die bekannten Zusam-
menhédnge zwischen [A] und ¢ fiir die verschiede-
nen Reaktionsordnungen ausnutzen (Methode der
graphischen Auftragung der Meflwerte). Bestim-
men Sie die Geschwindigkeitskonstante der Reak-
tion aus der Auftragung, die einen linearen Zusam-
menhang ergibt.

1.5.12 Literatur zu Abschnitt 1.5

Weiterfithrende Literatur zu Abschnitt 1.5 ist im Ab-
schnitt 6.6.8 aufgefiihrt.

1.6 Einfiihrung in die Elektrochemie

In den Abschnitten 1.1 bis 1.5 haben wir uns fast aus-
schliefllich mit elektrisch neutralen Teilchen beschif-
tigt. Zum Abschluss des einfithrenden Kapitels wol-
len wir uns nun noch einen Einblick in die Phéno-
mene verschaffen, die mit dem Auftreten geladener
Teilchen in engem Zusammenhang stehen. Meist wird
dieses Gebiet als Elektrochemie gesondert behandelt.
Dies wollen wir nur im Rahmen der Einfithrung tun,
die weitergehende Erorterung der elektromotorischen
Krafte, der elektrischen und elektrolytischen Leitfa-
higkeit und der Elektrodenkinetik jedoch im Rahmen
der Kapitel iiber Thermodynamik, Transporterschei-
nungen bzw. Kinetik vornehmen. Auf diese Weise las-
sen sich die elektrochemischen Erscheinungen zwang-
los in das Gesamtbild der Physikalischen Chemie ein-
ordnen.

Zunichst werden wir uns rein phdnomenologisch
mit Vorgéngen in einer elektrochemischen Zelle be-
schiftigen, einige neue Begriffe definieren und das
Wechselspiel zwischen Elektrolyse und galvanischer
Stromerzeugung behandeln (Abschnitt 1.6.1).

Wir werden dann einen Zusammenhang zwischen
dem Stromtransport und der Wanderung der Ionen
im Elektrolyten herleiten und untersuchen, wie sich
Konzentration, Temperatur und Art des Losungs-
mittels auf den Stromtransport auswirken. Das wird
uns zu einer Klassifizierung der Elektrolyte fithren
(Abschnitte 1.6.2 bis 1.6.8).

Um die Konzentrationsabhéngigkeit der elektri-
schen Leitfdhigkeit verstehen zu konnen, werden wir
uns detailliert mit der interionischen Wechselwir-
kung befassen (Abschnitt 1.6.9).

1.6 Einfiihrung in die Elektrochemie

Anwendungen von Leitfiahigkeitsmessungen wer-
den das abschliefiende Thema dieses Abschnitts sein
(Abschnitt 1.6.10).

1.6.1 Grundbegriffe der Elektrochemie

Obwohl die uns interessierende Materie nach auflen
hin elektrisch neutral erscheint, kann es — haufig im
Zusammenhang mit einer Dissoziation — zu einem
Ubergang von Elektronen von einem Materieteilchen
auf ein anderes unter Bildung positiv geladener Io-
nen (Kationen) und negativ geladener lonen (Anionen)
kommen. Selbstverstédndlich muss die Summe der da-
bei auftretenden positiven Ladungen gleich der Sum-
me der negativen sein.

In den Salzen liegen Kationen und Anionen von
vornherein vor. Chemische Verbindungen, die im fes-
ten, fliissigen oder gelosten Zustand aus Ionen auf-
gebaut sind oder in Ionen dissoziieren, nennt man
Elektrolyte. Mit ihnen haben wir uns im Folgenden
zu beschiftigen. Zur Charakterisierung der Elektro-
lyte miissen wir einige neue Begriffe einfithren. Die
Ladungszahlen der Ionen wollen wir mit z* bzw. z~
bezeichnen. Sowohl die z* als auch die z~ miissen
ganze Zahlen sein, denn ein Ion kann nur ein ganz-
zahliges Vielfaches der Elementarladung e tragen. Ist
|zT| # |z~ |, so miissen Kationen und Anionen in un-
terschiedlicher Menge vorliegen. Die Zahl der aus der
kleinsten nach auflen hin elektrisch neutralen Spezies
gebildeten oder bereits in ihr enthaltenen Kationen sei
vt, die der Anionen v~. Dann muss, damit die elektri-
sche Neutralitit gewahrt bleibt, das Produkt aus dem
stochiometrischen Faktor v und der Ladungszahl

lztvt| = |z7v | (1.6-1)
fiir beide Ionenarten gleich sein.

Wenn wir uns tiberlegen, worin sich Ionen von elek-
trisch neutralen Teilchen in ihrem Verhalten prinzipi-
ell unterscheiden sollten, so werden wir drei wesent-
liche Punkte finden: Ionen sollten als geladene Teil-
chen befihigt sein, den elektrischen Strom zu leiten;
aufgrund ihrer Ladung sollte es zu Coulomb’scher An-
ziehung oder Abstoflung zwischen den gegensinnig
bzw. gleichsinnig geladenen Ionen, d.h. — allgemein
ausgedriickt — zu einer interionischen Wechselwirkung
kommen; und schliefilich sollte es Kationen méglich
sein, Elektronen aufzunehmen, Anionen moglich sein,
Elektronen abzugeben, sofern ein solcher Ladungsaus-
tausch in geeigneter Weise ermoglicht wird.

Um zu priifen, ob die erwarteten Phdnomene tat-
sdchlich auftreten, fithren wir einige Experimente mit-
hilfe einer elektrochemischen Zelle durch, wie sie in
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Abb. 1.6-1 Prinzip einer elektrochemischen Zelle.

Abb. 1.6-1 dargestellt ist. In einer Elektrolytlésung
tauchen zwei den elektrischen Strom gut leitende
Elektroden — vorzugsweise aus Platin — ein. Die eine
Elektrode (Kathode) ist unmittelbar mit dem Minus-
pol einer Gleichstromquelle B, die andere Elektrode
(Anode) tiber ein empfindliches Strommessgerdt mA
mit dem Schleifkontakt des Potentiometerwiderstan-
des R verbunden. Auf diese Weise erzeugen wir in der
Elektrolytlosung ein aus der Potentialdifferenz zwi-
schen den Elektroden und den geometrischen Verhalt-
nissen berechenbares elektrisches Feld. Des Weiteren
sind die gut leitenden Elektroden aufgrund ihres An-
schlusses an die Gleichstromquelle in der Lage, Elek-
tronen zu liefern (Kathode) bzw. Elektronen aufzuneh-
men (Anode).

Wir fithren nun zundchst zu unserer Orientierung
einige Versuche mit unterschiedlichen Elektrolytls-
sungen in der elektrochemischen Zelle durch, wobei
wir an die Elektroden eine Spannung von einigen Volt
legen.

1. Inder elektrochemischen Zelle befindet sich ledig-
lich das Losungsmittel, mehrfach destilliertes, ent-
gastes Wasser. Das Strommessgerét zeigt nur einen
minimalen Stromfluss an.

2. Wir ersetzen das reine Wasser durch verdiinn-
te Salzsdure. Nun beobachten wir einen deutli-
chen Stromfluss, gleichzeitig eine Gasentwicklung
an beiden Elektroden, und zwar eine Bildung von
Chlor an der Anode und eine Bildung von Wasser-
stoff an der Kathode.

Tab. 1.6-1 Elektrolyt und Elektrolyseprodukte.
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3. Wir verwenden als Elektrolyt eine CuCl,-Losung.
Wiederum stellen wir einen Stromfluss und gleich-
zeitig chemische Vorginge an den Elektroden fest.
Wie im Fall 2 entwickelt sich an der Anode Chlor;
an der Kathode scheidet sich metallisches Kupfer
ab.

4. Wir setzen als Elektrolyt eine verdiinnte
Na,SO,-Losung ein. Es flief3t ein Strom, an beiden
Elektroden kommt es zu einer Gasentwicklung.
Das an der Kathode entstandene Gas analysieren
wir als Wasserstoff, das an der Anode entstande-
ne als Sauerstoft, und zwar im Volumenverhaltnis
2:1.

5. In einem letzten Beispiel verwenden wir als Ka-
thode wiederum ein Platinblech, als Anode jedoch
ein Silberblech. Als Elektrolyt dient uns Silberni-
trat in Wasser. Wie in den Beispielen 2 bis 4 stel-
len wir einen Stromfluss fest. Wir erkennen jedoch
zunichst keine Reaktionen an den Elektroden. Erst
die Untersuchung der Elektroden selbst zeigt uns,
dass wihrend des Stromflusses die Silberanode an
Masse verloren hat, wahrend sich auf der Platinka-
thode eine entsprechende Menge Silber niederge-
schlagen hat.

Wir wollen nun die voranstehend geschilderten und in
Tab. 1.6-1 zusammengefassten Beobachtungen analy-
sieren.

In der in Abb. 1.6-1 wiedergegebenen elektroche-
mischen Zelle haben wir einen geschlossenen Strom-
kreis vorliegen. Ein Teil dieses Stromkreises (dufle-
rer Stromkreis einschliefilich der Elektroden) besteht
aus Metallen, ein Teil (innerer Stromkreis zwischen
den Elektroden) besteht aus einer wissrigen Elektro-
lytlésung. Aus unserer Erfahrung wissen wir, dass der
Stromfluss in Metallen den Leiter nicht verédndert. Der
Ladungstransport wird von den im Metall frei be-
weglichen Elektronen ibernommen. Wie sind nun die
Verhiltnisse beim Stromtransport in Elektrolytlosun-
gen? Der erste Versuch hat uns gezeigt, dass reines
Wasser — im Bereich unserer Messgenauigkeit — den
Strom nicht leitet. Die Stromleitung in den Fillen 2 bis

chemische Veranderungen an der

Kathode

Fall Elektrolyt Anode Kathode Anode

1 H,O Pt Pt -

2 HCI Pt Pt Chlorentwicklung

3  Cudl, Pt Pt Chlorentwicklung

4 Na,SO, Pt Pt Sauerstoffentwicklung
5 AgNO;  Ag Pt Silberauflésung

Wasserstoffentwicklung
Kupferabscheidung
Wasserstoffentwicklung
Silberabscheidung




5 kann deshalb nur auf die Gegenwart von Ionen zu-
riickgefiihrt werden, die direkt oder indirekt aus dem
zugesetzten Elektrolyten stammen miissen. Wie bei
der Elektronenleitung in Metallen stellen wir bei der
Ionenleitung in der Elektrolytlosung keine dort durch
den Stromfluss bewirkten Verdnderungen fest. An der
Phasengrenze, beim Ubergang von der Elektronen-
zur Ionenleitung, kommt es jedoch zu chemischen Re-
aktionen. Zum einen bilden sich an den Elektroden im
Allgemeinen (Fall 2 bis 4) Stoffe, die als solche nicht
eingesetzt waren (Wasserstoff und Chlor anstelle von
Chlorwasserstoff, Kupfer und Chlor anstelle von Kup-
fer(II)-chlorid), zum anderen muss es als unmittelbare
Folge davon zu einer Abnahme der Elektrolytkonzen-
tration kommen. Wir werden spéter (Abschnitt 1.6.5)
sehen, dass zusitzlich noch ein Konzentrationsgefille
auftritt. Der Fall 4 zeigt uns dariiber hinaus, dass die an
den Elektroden reagierenden Stoffe (Wasser) nicht mit
denen identisch sein miissen, die den Ladungstrans-
port in der Losung bewirken (Natrium-Ionen und Sul-
fat-Tonen).

Wir haben erkannt, dass in unserem Stromkreis
zwei verschiedene Arten von Ladungstriagern vorlie-
gen, Elektronen und Ionen. Der Ubergang von der
Elektronen- zur Ionenleitung erfolgt an der Kathode,
der Ubergang von der Ionen- zur Elektronenleitung
an der Anode. Dieser Ladungsaustausch an der Pha-
sengrenze Elektronenleiter/Elektrolytlosung steht of-
fenbar in unmittelbarem Zusammenhang mit den an
den Elektroden beobachteten Reaktionen. Wir versu-
chen, die Kathoden- und die Anodenreaktion getrennt
zu formulieren und als Summe davon die Zellreaktion
anzugeben, wobei wir zusitzlich die Zahl z der umge-
setzten Elektronen, die Ladungszahl der Zellreaktio-
nen, notieren.

Fall 2: (verdiinnte Salzsidure)

Kathodenreaktion: 2H* +2e~ — H,

Anodenreaktion: 2Cl~™ — Cl, +2e~

Zellreaktion: 2H*+2ClI" - Hy+Cl, z=2
(1.6-2)

Fall 3: (CuCl,-Losung)

Kathodenreaktion: Cu?* +2e~ — Cu°

Anodenreaktion: 2Cl~™ — Cl, +2e~

Cu*t +2ClI" - Cu®+Cl, z=2
(1.6-3)

Zellreaktion:

1.6 Einfiihrung in die Elektrochemie

Fall 4: (Na,SO,-Losung)
4H,0 = 4H* +4O0H"

Kathodenreaktion: ~ 4H*% +4e~ - 2H,

Anodenreaktion: 40H™ - 2H,0+ Oy +4e”

Zellreaktion: 2H,0-2Hy,+ 0, z=4
(1.6-4)

Fall 5: (AgNO;-Losung)

Kathodenreaktion: Ag* +e~ — Ag®

Anodenreaktion:  Ag® — Ag* +e”

ion: 0 0 —

Zellreaktion: Ag, ode = A8lathode 2 =1

(1.6-5)

Diese Beispiele fithren uns noch einmal vor Augen,
dass das Flieflen eines Gleichstroms durch eine Elek-
trolytlosung mit einer durch den Strom erzwungenen
chemischen Umsetzung an den Elektroden verbunden
ist. Wir nennen dies Elektrolyse.

Bei der Formulierung der Gl. (1.6-2) bis (1.6-5)
haben wir aufgrund der oben entwickelten Vorstel-
lungen einen quantitativen Zusammenhang zwischen
dem chemischen Umsatz und der durch den Elektroly-
ten transportierten Ladungsmenge verwendet. Dieser
quantitative Zusammenhang wurde bereits von Fara-
day empirisch gefunden. Wegen der grofien Bedeu-
tung der Faraday'schen Gesetze fir die Entwicklung
der Elektrochemie wollen wir Faradays Gedankengén-
ge mithilfe der vorstehend behandelten elektrochemi-
schen Zellen nachvollziehen.

Entsprechend Abb. 1.6-2a schalten wir in einen
Strombkreis drei elektrolytische Zellen der im Fall 4 be-
sprochenen Art: Der Strom durchfliefit zundchst die
Zelle I, dann die zueinander parallel geschalteten Zel-
len II und III. Wir beobachten, dass unabhingig von
der angelegten Spannung (sofern diese hoch genug ist,
um eine Elektrolyse zu bewirken) und unabhingig von
der Grof3e der Elektroden in den drei Zellen (und da-
mit von der Stromdichte) das Volumen des in der Zel-
le I entwickelten Knallgases gleich der Summe der in
den Zellen IT und III entwickelten Knallgasvolumina
ist. Zu einem entsprechenden Ergebnis kommen wir,
wenn wir anstelle der Knallgaszelle eine Zelle der in
Fall 3 oder 5 besprochenen Art verwenden. Wir for-
mulieren diese Erkenntnisse im

Ersten Faraday’schen Gesetz: Die Masse der elek-
trolytischen Zersetzungsprodukte ist der durchge-
gangenen Elektrizititsmenge proportional.

In einem weiteren Versuch lassen wir gemaéf}
Abb. 1.6-2b den gleichen Strom nacheinander die in
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Abb. 1.6-2 Zur Erlduterung der Faraday’schen Gesetze.

den Fillen 2, 3, 4 und 5 besprochenen Zellen durch-
flieflen. Die quantitative Analyse der Elektrolysepro-
dukte zeigt uns, dass in der Chlorknallgas- und in der
Knallgaszelle gleiche Mengen Wasserstoff entwickelt
worden sind. Das Massenverhéltnis von entwickeltem
Wasserstoff zu abgeschiedenem Kupfer zu abgeschie-
denem Silber ist 1 : 31.8 : 107.9. Das ist gleich dem
Verhéltnis der durch die Ionen-Ladungszahlen z* di-
vidierten molaren Massen. So formulieren wir das

Zweite Faraday’sche Gesetz: Die durch gleiche Elek-
trizitditsmengen aus verschiedenen Stoffen abge-
schiedenen Massen verhalten sich wie die durch die
Ladungszahlen der Zellreaktion dividierten mola-
ren Massen.

Diese beiden Gesetze ergeben sich bereits unmittel-
bar aus unseren Uberlegungen, die zur Aufstellung der
Gl. (1.6-2) bis (1.6-5) fithrten. Fliefst durch den dufle-
ren Stromkreis wihrend der Zeit ¢ ein Strom 7, so wird
dadurch die Ladungsmenge

Q, =1t (1.6-6)
transportiert. Sie muss gleich sein der in der gleichen
Zeit an der Kathode oder Anode ausgetauschten La-
dung Q;. Werden in der Zeit ¢ an einer Elektrode
mg Ionen entladen, so sind dies % mol entsprechend

% -z - N Elektronen. Fur die ausgetauschte, im Elek-
trolyten transportierte Ladung Q;, ergibt sich so

Qi=m.z.NA.e

M (1.6-7)

N, - e stimmt numerisch mit der Ladung von 1 mol
Elektronen tiberein. Zu Ehren von Faraday bezeichnet
man diese GrofSe als

Faraday-Konstante F

F=N,-e (1.6-8)

Durch Zusammenfassung der Gl. (1.6-6) bis (1.6-8) er-
halten wir

(1.6-9)

Grundbegriffe und Arbeitstechniken

Daraus entnehmen wir das Erste Faraday’sche Gesetz

mol-t (1.6-10)
und das Zweite Faraday'sche Gesetz

m M;/z

da I ﬁ (I -t = const.) (1.6-11)

my  My/zy

Aus den bekannten Werten fiir die Loschmidt’sche
Konstante N, (vgl. Abschnitt 1.2.2) und die Elemen-
tarladung (vgl. Abschnitt 1.4.2) berechnen wir

F=96487.0Cmol ! +1.6Cmol™!.

Gleichung (1.6-9) entnehmen wir, dass die quantita-
tive Bestimmung des abgeschiedenen Elektrolysepro-
dukts ein bequemes Mittel zur Messung von Ladungs-
mengen (ungeachtet zeitlicher Stromschwankungen)
ist. Man benutzt dazu vorzugsweise das unter Fall 5
diskutierte sog. Silbercoulometer oder auch das unter
Fall 4 besprochene Knallgascoulometer.

Im Vorangehenden haben wir uns nur fiir den
Stromdurchgang durch eine elektrochemische Zel-
le interessiert. Wir haben sie stets als elektrolytische
Zelle verwendet, d.h. wir sind davon ausgegangen,
dass an den Elektroden eine ,hinreichend hohe“ Span-
nung lag, und wir haben nicht danach gefragt, was ge-
schieht, wenn wir diese Spannung variieren.

Fir unsere weiteren Untersuchungen miissen wir
die elektrische Messanordnung gegeniiber Abb. 1.6-1
so verdndern, wie es in Abb. 1.6-3 dargestellt ist.
Wir wiederholen den im Fall 2 beschriebenen Ver-
such, verwenden also Platinelektroden und als Elek-
trolyt verdiinnte Salzsdure, legen aber im Gegensatz
zu unserem fritheren Vorgehen an die Elektroden ei-
ne variable Spannung. Messen wir den durch die
elektrolytische Losung flieSenden Strom / in Abhén-
gigkeit von der Spannung zwischen den Elektroden,
der sog. Klemmenspannung Uy, so erhalten wir den
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Abb. 1.6-3 Elektrochemische Zelle zur Messung des Elektro-
lysestromes und galvanischen Stromes.
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Abb. 1.6-4 Zur Erlauterung der Zersetzungsspannung.

in Abb. 1.6-4 wiedergegebenen Zusammenhang: Bei
niedriger Klemmenspannung Uy steigt der Strom nur
unbedeutend an, bis ein Schwellenwert, die Zerset-
zungsspannung E,, erreicht ist. Sie betrédgt beispiels-
weise bei einer 1.2M Salzsdure im Idealfall 1.37 V.
Wir werden spiter (Abschnitt 6.8) sehen, dass die-
ser Wert infolge des Auftretens einer auf kinetische
Hemmungen zuriickfiihrbaren Uberspannung erheb-
lich iiberschritten werden kann. Im Rahmen der Ein-
filhrung wollen wir diese Effekte nicht beriicksichti-
gen. Oberhalb der Zersetzungsspannung beobachten
wir die lebhafte Wasserstoff- und Chlorentwicklung
und finden einen linearen Zusammenhang zwischen
dem Strom und der Klemmenspannung.

Unterbrechen wir nun plétzlich die Verbindung mit
der Batterie durch Offnen des Schalters S, so stellen
wir am Strommessgerit (mA ) fest, dass fir kurze Zeit
noch ein Strom iiber den Widerstand R, flieft, der
jedoch unter gleichzeitigem Zusammenbrechen der
Spannung zwischen den Elektroden schnell abklingt.
Die Tatsache, dass trotz der Abtrennung der Batterie
der Stromfluss durch R, fortdauert, kann nur darauf
zuriickgefithrt werden, dass an den Elektroden spon-
tan Elektronen liefernde bzw. verbrauchende Prozes-
se ablaufen. Aus der Stromrichtung — (mA,) zeigt die
gleiche, (mA,) die entgegengesetzte Richtung wie vor
dem Offnen des Schalters an — folgt, dass an der Elek-
trode, an der sich vorher Wasserstoff entwickelt hat,
ein Elektronen liefernder Vorgang, an der Elektrode,
an der sich vorher Chlor entwickelt hat, ein Elektro-
nen verbrauchender stattfindet. Das ist nur moglich,
wenn sich die durch Gl. (1.6-2) formulierten Vorgén-
ge umkehren, d. h. wenn gilt

H, — 2Ht+2e”
Cl+2e — 2CI (1.6-12)
H2+C12 - 2H++2Cl_ z=2

Bei diesem Prozess werden Wasserstoff und Chlor ver-
braucht. Diese Gase liegen von der Elektrolyse her
nur in geringer Menge vor, so dass die Zellreaktion
GL (1.6-12) entsprechend der Beobachtung schnell ab-
klingen muss. Anders liegen die Verhiltnisse, wenn
wir dafiir sorgen, dass, wie es in Abb. 1.6-5 angedeutet
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Abb. 1.6-5 Galvanische Zelle.

ist, staindig Wasserstoff und Chlor nachgeliefert wer-
den. Dann kann die Reaktion GI. (1.6-12) weiterlau-
fen, unsere elektrochemische Zelle liefert kontinuier-
lich Strom. Wir sprechen nun von einer galvanischen
Zelle.

Das Wechselspiel von Elektrolyse und galvanischer
Stromerzeugung wollen wir uns anhand der Anord-
nung in Abb. 1.6-5 fiir den Fall noch einmal verdeutli-
chen, dass die Elektroden stindig mit Wasserstoff bzw.
Chlor umspiilt werden.

Wir greifen am Potentiometer R; eine relativ ho-
he Spannung U > E, ab. An der Wasserstoffelektro-
de werden Wasserstoff-Kationen kathodisch zu Was-
serstoff reduziert, an der Chlorelektrode Chlor-Anio-
nen anodisch zu Chlor oxidiert, negative Ladung wird
von der Wasserstoffelektrode durch die Elektrolytlo-
sung zur Chlorelektrode transportiert, positive La-
dung in entgegengesetzter Richtung. Bei Erniedri-
gung der Klemmenspannung Uy, sinkt entsprechend
Abb. 1.6-4 der mit (mA,) gemessene Strom / und er-
reicht den Wert null, wenn die Klemmenspannung
gleich der Zersetzungsspannung wird. Die Proportio-
nalitdtskonstante in der linearen Beziehung U = f(I)
muss nach dem Ohmschen Gesetz der Innenwider-
stand R; der Elektrolysezelle sein, so dass gilt

U —E, =R -1 (1.6-13)

oder

L[KI = EZ + Ri . 1 (16—14')

Die Klemmenspannung steigt bei der Elektrolyse mit
wachsendem Strom.

Aus der Tatsache, dass bei Uy = E, durch (mA,)
kein Strom flief8t, miissen wir zwei Schliisse ziehen.
Zum einen besagt das Fehlen eines Stromflusses, dass
innerhalb der homogenen Leiter, d. h. in der Elektro-
lytlosung sowie in den Elektroden und ihren Zuleitun-
gen, kein Potentialgefille besteht. Zum anderen folgt
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aus dem Fehlen eines Stromflusses trotz von aufen
angelegter Spannung, dass diese im galvanischen Ele-
ment durch eine gleich grof3e, entgegengesetzt gerich-
tete Spannung kompensiert wird. Letztere kann ih-
ren Ursprung nur an den beiden Phasengrenzen Elek-
trolytlésung/Elektrode haben. Wir wollen die Summe
der dort auftretenden Potentialspriinge als Ruhespan-
nung E, bezeichnen, da sie als Klemmenspannung im
stromlosen Zustand gemessen werden kann. Wir wer-
den uns mit ihr bei der Besprechung der elektromo-
torischen Krafte (Abschnitt 2.8) noch eingehend zu
beschiftigen haben. E, ist eine charakteristische Gro-
3e der galvanischen Zelle, E, ist eine charakteristische
Grofle einer Elektrolysezelle. In unserem Fall sind bei-
de gleich grof3, weil wir das Vorliegen von Uberspan-
nungen (Abschnitt 6.8) ausgeschlossen haben.

Verringern wir die bei R; abgegriffene Spannung
weiter, d. h. unter E,, so werden die Potentialspriin-
ge an den Phasengrenzen im galvanischen Element
bestimmend fiir die Richtung des Stromes. An der
Wasserstoffelektrode werden unter Elektronenabgabe
Wasserstoff-Kationen und an der Chlorelektrode un-
ter Elektronenaufnahme Chlor-Anionen gebildet, ne-
gative Ladung wird in der Elektrolytlosung von der
Chlorelektrode zur Wasserstoffelektrode und positive
Ladung von der Wasserstoffelektrode zur Chlorelek-
trode transportiert. Durch den &ufleren Stromkreis
flieflen wieder Elektronen. Der Stromfluss kommt un-
ter der Wirkung der Summe E;, der Potentialspriinge
zustande. Der Widerstand des gesamten Stromkreises
setzt sich aus dem dufleren Widerstand R, und demin-
neren (Zellen-)Widerstand R; zusammen. Nach dem
Ohm’schen Gesetz muss also gelten:

Eg=(R +R,)-1I (1.6-15)

Was wir mit dem Voltmeter V als Klemmenspannung
Uy messen, ist der Spannungsabfall am dufleren Wi-
derstand R,

Uqg=R, -1 (1.6-16)
oder nach Zusammenfassen mit Gl. (1.6-15)
U =Ey— R - 1 (1.6-17)

Die Klemmenspannung eines galvanischen Elementes
sinkt mit steigender Strombelastung. Dividieren wir
Gl. (1.6-16) durch Gl. (1.6-15), so erkennen wir, dass
die Klemmenspannung um so dichter bei der Ruhe-
spannung liegt, je grofler R, verglichen mit R; ist.
Ug _ R,
Ey, Ri+R,
Deshalb misst man die Ruhespannung E, entweder

mit einem sehr hochohmigen Voltmeter oder durch
Kompensation (s. oben).

(1.6-18)

galvanisches Uy | Elektrolyse-
Element zelle

R V/ ‘
/ R,

I galv. 0 Ielek.

Abb. 1.6-6 Klemmenspannung Uy, als Funktion der Strom-
belastung / einer elektrochemischen Zelle als galvanisches
Element und als Elektrolysezelle.

Abbildung 1.6-6 stellt die Aussagen der Gl. (1.6-14)
und (1.6-17) noch einmal dar und veranschaulicht uns
den Ubergang von der Elektrolyse zur galvanischen
Stromerzeugung: Bei idealer Kompensation ist die
Klemmenspannung gleich der Ruhespannung. Uber-
steigt die an R; (Abb. 1.6-5) abgegriffene Spannung
E,, so wird der Elektrolyt elektrolysiert, ist sie kleiner
als E;) so liefert die elektrolytische Zelle einen galvani-
schen Strom.

Wir haben gesehen, dass sich beim Ubergang von
der Elektrolyse zur galvanischen Stromerzeugung die
Stromrichtung umkehrt. Bei der Elektrolyse haben wir
die Elektrode, die Elektronen fiir den Reduktionsvor-
gang lieferte (bei der Chlorknallgaszelle die Wasser-
stoffelektrode) als Kathode, die Elektronen aufneh-
mende Elektrode (im betrachteten Fall die Chlorelek-
trode) als Anode bezeichnet. Diese Zuordnung behilt
man auch beim galvanischen Element bei. Hier stellt
der Ubergang von Chlor in Chlor-Anionen den Elek-
tronen verbrauchenden Vorgang dar. Deshalb ist jetzt
die Chlorelektrode die Kathode und die Wasserstoff-
elektrode, an der Wasserstoff in Wasserstoft-Kationen
tibergeht, die Anode. Wir konnen uns also einfach
merken: An der Kathode tritt negative Ladung in die
Elektrolytlosung ein, an der Anode verldsst negative
Ladung die Elektrolytlosung.

1.6.2 Die Wanderung von lonen im elektrischen
Feld und die elektrische Leitfahigkeit

Wir wollen uns nun einer detaillierteren Betrachtung
des Ladungstransportes in einer elektrolytischen Lo-
sung zuwenden. Wir legen geméf3 Abb. 1.6-1 an die
Elektroden einer Elektrolysezelle eine Spannung und
erzeugen so innerhalb der Losung einen Spannungs-
abfall U. Ist [ der Abstand der Elektroden, dann be-
steht zwischen ihnen ein elektrisches Feld E der Stir-
ke

u
E=—
/

(1.6-19)



Aufgrund dieses Feldes wirkt auf die Ionen der Sorte
i, deren Ladungszahl (ohne Beriicksichtigung des Vor-
zeichens) z; ist, eine Kraft
|Egl =z - e |E| (1.6-20)
durch welche die Kationen in Richtung auf die Katho-
de, die Anionen in Richtung auf die Anode beschleu-
nigt werden. Da sich die Ionen nicht im Vakuum, son-
dern in einer (wéssrigen) Losung bewegen, unterlie-
gen sie auch einer mit zunehmender Geschwindigkeit
ansteigenden Reibungskraft E r» die wir mithilfe des

Stokes’schen Gesetzes

|Fg| = 61r,77|7,] (1.6-21)
berechnen. Dabei bedeuten r; den Radius des Ions,
y die Viskositit des Losungsmittels und v; die Ge-
schwindigkeit des Ions. Infolge der Reibungskraft wird
sich nach einem kurzen Anlaufvorgang eine konstan-
te Geschwindigkeit des lons einstellen, ndmlich dann,
wenn

z-e- |E|

=

v (1.6-22)
6mr; - 1

Eine so ermittelte Geschwindigkeit ist fiir uns von
geringem Wert, da sie nicht nur von charakteristi-
schen GrofSen des Ions (z;, r;) und des Losungsmittels
(7) abhangt, sondern auch noch von der Feldstérke.
Wir definieren deshalb als stoffspezifische Grofie die
durch die Feldstérke dividierte Wanderungsgeschwin-
digkeit, die man

elektrische Beweglichkeit der lonen

vl z;-e

u. = —=

"R 6y

(1.6-23)

nennt.

Wir erkennen, dass die elektrische Beweglichkeit
iiber # nicht nur abhéngig ist vom Losungsmittel, son-
dern auch vom Druck und der Temperatur. Spater
werden wir erfahren, dass auch die Ionenkonzentra-
tion einen Einfluss auf #; hat.

Wenn wir nun nach dem Zusammenhang zwischen
der Wanderungsgeschwindigkeit und der messtech-
nisch leicht zugénglichen elektrolytischen Leitfahig-
keit fragen, wollen wir uns auf einen binéren, d.h.
nur aus zwei lonensorten bestehenden Elektrolyten
beziehen, der bei der Dissoziation pro Formeleinheit
vt Kationen der Ladung z* und v~ Anionen der La-
dung z~ bildet. Wir betrachten eine Elektrolysezelle

1.6 Einfiihrung in die Elektrochemie

mit dem Querschnitt A und der Lange /. Die Elek-
troden mogen die Stirnseiten der Zelle voll ausfiillen.
Die Konzentration des Elektrolyten sei durch die Stoft-
mengenkonzentration ¢ = n/V des Elektrolyten gege-
ben. An die Elektroden legen wir eine Spannung U.

Der durch den Elektrolyten flieflende Strom berech-
net sich aus der Summe der positiven und negativen
Ladungen, die in der Zeit ¢ durch eine senkrecht auf
der Lingsachse der Zelle stehende Fliache hindurch-
treten. Dazu sind all diejenigen Kationen bzw. Anio-
nen befihigt, die maximal um die Strecke |17+| - t bzw.
|v"| - £ von ihr entfernt sind. Das sind vt - ¢+ N, - A -
|9*| - ¢ Kationen der Ladung z* -eund v~ - ¢ - Ny -
A - |V | - ¢t Anionen der Ladung z~ - e. Damit ergibt
sich unter Berticksichtigung von Gl. (1.6-8) fiir den
Gesamtstrom

I= g =F-AWrcezt vt +vclz7|v) (1.6-24)
oder, wenn wir mit der Feldstarke E = % erweitern und
Gl. (1.6-23) beachten,

=4 'lA(v+cz+u+ +vclzTluT)U

(1.6-25)
Nach GI. (1.6-25) ist der Strom, wie wir es bei Giil-
tigkeit des Ohm’schen Gesetzes erwarten sollten, dem
Spannungsabfall U proportional. Diesem Ergebnis
scheint die experimentelle Erfahrung zu widerspre-
chen, denn nach Abb. 1.6-4 ergibt sich keine Pro-
portionalitidt zwischen dem Strom und der angeleg-
ten Spannung. Unterhalb der Zersetzungsspannung
ist der Zellenwiderstand, der Reziprokwert der Stei-
gung, offenbar sehr grof3, oberhalb der Zersetzungs-
spannung wird er wesentlich kleiner. Als Ursache fiir
diese scheinbare Diskrepanz miissen wir die im voran-
gehenden Abschnitt erwdhnten Potentialspriinge an
den Elektroden ansehen, die wie ein zusétzlicher Wi-
derstand wirken. Wir werden spéter (Abschnitt 2.8.3)
erfahren, dass sie auf die Ausbildung einer elektro-
lytischen Doppelschicht an der Phasengrenze Me-
tall/Elektrolytlosung zuriickgefithrt werden miissen.
Legen wir nun nicht eine Gleichspannung, sondern ei-
ne Wechselspannung an die Elektroden der Elektroly-
sezelle, so wird die Doppelschicht im Rhythmus der
Wechselspannung umgeladen, wie wir es von einem
Kondensator her kennen. Das heifit aber, dass nun
durch den Strombkreis, der aus der Spannungsquelle,
den Zuleitungsdréihten, den Elektrodenwiderstinden
(Doppelschichten) und dem Widerstand der elektroly-
tischen Losung besteht, ein Strom flieflen kann, ohne
dass ein Ladungsdurchtritt an der Phasengrenze Me-
tall/Elektrolytlésung erforderlich ist.

Messen wir die Strom-Spannungs-Kennlinie einer
Elektrolysezelle mit Wechselstrom, so finden wir, wie
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Abb. 1.6-7 Strom-Spannungs-Kennlinie einer Elektrolysezelle
bei Verwendung von Gleichstrom (=) und Wechselstrom (~).

Abb. 1.6-7 zeigt, im Gegensatz zur Gleichstrommes-
sung tatsdchlich eine Bestitigung des Ohm’schen Ge-
setzes.

Der Faktor vor U in Gl. (1.6-25) ist also gleich dem
Reziprokwert des Widerstandes, so dass gilt

% =Fteztut + v‘clz‘lu‘)’% (1.6-26)

Anstelle des Widerstandes R, der noch vom Quer-
schnitt A und der Lange / des elektrolytischen Leiters

Tab. 1.6-2 Leitfahigkeit  verschiedener Stoffe.

abhéngt, betrachten wir den spezifischen Widerstand

omr. A

; (1.6-27)

oder besser noch seinen Kehrwert, die

elektrische Leitfihigkeit k

K= L F-covtztut +vi|z7|lu™) (1.6-28)
0

Tabelle 1.6-2 vermittelt uns einen Uberblick iiber die
Leitfihigkeiten verschiedener Stoffe. Wir erkennen im
Wesentlichen drei Gruppen: Die hochsten Leitfahig-
keiten (=~ 10° Q~!cm™!) finden wir bei den metal-
lischen Elektronenleitern. Leitfahigkeiten im Bereich
von 1071 Q1 cm™! zeigen Elektrolytlésungen, wenn
die Elektrolytkonzentration etwa 1 M ist. Etwas hoher
ist die Leitfahigkeit geschmolzener Elektrolyte. Die
tiberaus geringe Leitfdhigkeit von reinem Wasser und
reiner Essigsdure ist, wie wir spéter sehen werden, auf
die sehr geringe Eigendissoziation zuriickzufiihren.
Extrem geringe Leitfihigkeit (unter 10714 Q=1 cm™!)

Leiter T S S— Leitfahigkeit zuriickzufiihren auf

K O 'em™!
Al 273 4.00-10° Elektronenleitung
Au 273 4.85-10° Elektronenleitung
Cu 273 6.45-10° Elektronenleitung
Hg 273 1.06-10* Elektronenleitung
Graphit 273 1.2-10° Elektronenleitung, anisotrop
NaCl-Schmelze 1173 3.77 Ionenleitung
KCl-Schmelze 1173 2.40 Ionenleitung
sehr reines H,Oy 273 1.58-1078 Ionenleitung infolge geringfiigiger Eigendissoziation
destilliertes H,Oq 273 107° bis 107° Ionenleitung infolge Dissoziation von Spuren von Salzen u. Koh-

lensdure

wissrige 1 M KCl- 293 1.02-107! Ionenleitung infolge vollstdndiger Dissoziation von KCl
Losung
wissrige 0.1 M KCl- 293 1.17-1072 Ionenleitung infolge vollstandiger Dissoziation von KCI
Losung
wissrige 1 M NaCl- 291 0.74-107! Ionenleitung infolge vollstindiger Dissoziation von NaCl
Losung
wissrige 1 M HCIl- 298 3.32-107! Ionenleitung infolge vollstédndiger Dissoziation von HCl
Losung
wissrige 1 M KOH- 291 1.84-107! Ionenleitung infolge vollstindiger Dissoziation von KOH
Losung
wissrige 1 M 291 1.3-1073 Ionenleitung infolge teilweiser Dissoziation von CH;COOH
CH;COOH-Loésung
reine CH;COOH 273 5-107° Ionenleitung infolge geringfiigiger Eigendissoziation
reines Benzol 293 5.1071 Ionenleitung infolge Dissoziation von Wasserspuren
Diamant 288 2-107"° bis3- 1071
Glimmer (Muskovit) 293 3.3-1071° -




beobachten wir schliefllich bei Stoffen, bei denen kei-
ne Dissoziation vorliegt und die auch keine Elektro-
nenleitung zeigen.

1.6.3 Die molare Leitfahigkeit eines Elektrolyten
und eines lons

Gleichung (1.6-28) entnehmen wir, dass die Leitfahig-
keit noch von der Stoffmengenkonzentrationc =n/V
des Elektrolyten abhéngt. Um eine Stoftfkonstante zu
erhalten, miissen wir die Leitfahigkeit deshalb auf die
Konzentration beziehen. Wir bezeichnen

A=X

X (1.6-29)
©

als molare Leitfihigkeit des Elektrolyten.

Aus der Zusammenfassung von Gl (1.6-28) und
GL (1.6-29) folgt

A=vFztut + v Flz 7 |u” (1.6-30)
Die molare Leitfahigkeit des Elektrolyten setzt sich
also additiv aus zwei Anteilen zusammen, dem Leit-
fahigkeitsanteil der Kationen und dem der Anionen.
Die beiden Summanden in Gl. (1.6-30) enthalten die
fir das Kation (z* und u*) bzw. fiir das Anion (z~
und u~) charakteristischen Ladungszahlen und elek-
trischen Beweglichkeiten.

Wir bezeichnen die Grofse

At = Fztyt (1.6-31)

als molare Leitfihigkeit des Kations und die Grofse

AT =F|z7 |u~ (1.6-32)

als molare Leitfihigkeit des Anions.

So kénnen wir fiir Gl. (1.6-30) auch schreiben

A=viAt +v A~ (1.6-33)
Das ist das erste Kohlrausch’sche Gesetz der unab-
héingigen lonenwanderung.

Wir sehen, dass bei der Berechnung der molaren Leit-
fahigkeit des Elektrolyten aus den molaren Leitfahig-
keiten der Ionen die stochiometrischen Faktoren v*
und v~ als Gewichtsfaktoren auftreten.

Nach GL. (1.6-31) und GL. (1.6-32) sind die molaren
Leitfahigkeiten der Ionen dem Produkt der Grofien
u; und z; proportional. Die erstere Grofie berticksich-
tigt, wie aus der Herleitung der Gl. (1.6-24) bis (1.6-26)
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folgt, die Wanderungsgeschwindigkeit des Ions als La-
dungstriger im elektrischen Feld, die letztere ledig-
lich die Tatsache, dass z-fach geladene Ionen beziig-
lich des Stromtransportes die z-fache Wirkung haben
wie einwertige Ionen. Um aus Leitfdhigkeitsmessun-
gen auf die Bewegung der Ionen im elektrischen Feld
schliefSen und die Eigenschaften verschiedener lonen
miteinander vergleichen zu konnen, ist es wiinschens-
wert, den genannten Einfluss der Ladungszahl zu eli-
minieren. Ein Blick auf die Gl. (1.6-24) bis (1.6-28)
zeigt uns, dass wir dies wegen des Auftretens des Pro-
duktes c|vtzt| = c¢|v 27| [vgl. GL (1.6-1)] erreichen
konnen, wenn wir der Konzentrationsberechnung ei-
ne Formeleinheit zugrunde legen, die dem |vtz"|-ten
Teil der kleinsten nach auflen hin elektrisch neutra-
len Spezies entspricht. (Im Grunde genommen ist dies
nichts anderes als die Einfithrung der frither tiblichen
Aquivalentleitfihigkeit). Verfihrt man konsequent in
dieser Weise, so treten in Gl (1.6-30) das Produkt
vtzt bzw. v7|z7| in Gl (1.6-31) z*, in Gl (1.6-32)
|z7| und in Gl (1.6-33) v* und v~ nicht mehr auf.
Ein Vergleich solcher molarer Ionen-Leitfahigkeiten
ist dann identisch mit einem Vergleich der elektri-
schen Beweglichkeiten der Ionen [vgl. Gl (1.6-23)].
Zur Zeit herrscht in der Literatur keine Einheitlichkeit
beziiglich dieses Vorgehens. Um Verwechslungen vor-
zubeugen, muss deshalb bei der Angabe molarer Leit-
fahigkeiten stets die in der Konzentration ¢ vorliegen-
de Formeleinheit angegeben werden. An einigen Bei-
spielen soll dies erldutert werden.

A(KCL) = A(KH) + A(CI) (1.6-34)

A(MgSO,) = AMg*") + A(SOZ7)  (1.6-35)

A <%MgSO4> -A <%Mg2+> +A (%soi—) (1.6-36)

AMg?*) = 24 (%Mg”) (1.6-37)

A(MgCly) = AMg**) + 2A(CI7) (1.6-38)

A <%MgClz> A (%Mg”) + ACI7) (1.6-39)

Wir werden die Schreibweise der Gl. (1.6-30) bis
GL (1.6-33) beibehalten, die unabhingig von der Wahl
der Formeleinheit bei Verwendung molarer Konzen-
trationen richtig bleibt, wenn man die Aussagen der
Gl. (1.6-37) beachtet.

1.6.4 Die Konzentrationsabhangigkeit der
Leitfahigkeit und der molaren Leitfahigkeit

In den beiden letzten Abschnitten haben wir sehr for-
mal einige Beziehungen hergeleitet. Wir miissen nun
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Abb. 1.6-8 Spezifische Leitfahigkeit einiger Elektrolytlosun-
gen in Abhangigkeit von der Konzentration bei 291 K (* bei
288K).

untersuchen, inwieweit sie mit den experimentellen
Befunden tibereinstimmen.

Nach GL. (1.6-28) sollte die Leitfahigkeit proportio-
nal mit der Elektrolytkonzentration zunehmen, und
nach Gl. (1.6-29) sollte dann die molare Leitfahigkeit
unabhingig von der Konzentration sein, sofern — wie
wir stillschweigend vorausgesetzt haben — die elektri-
schen Beweglichkeiten der Ionen konzentrationsun-
abhéangig sind. Zur Priifung dieses Sachverhaltes ist
zunichst in Abb. 1.6-8 die Leitfahigkeit einiger Elek-
trolytlosungen gegen die Konzentration aufgetragen.
Bei Giiltigkeit von Gl. (1.6-28) und konzentrations-
unabhdngigen elektrischen Beweglichkeiten miissten
wir durch den Nullpunkt verlaufende Geraden erhal-
ten. Dies ist bei weitem nicht der Fall. Bei hohen
Konzentrationen beobachten wir im Allgemeinen so-
gar ein Maximum im Verlauf der Kurven. Mit abneh-
mender Konzentration scheinen sich die Kurven al-
lerdings durch den Nullpunkt gehenden Geraden an-
zuniahern. Das wiirde bedeuten, dass Gl. (1.6-28) ein
fiir niedrige Konzentrationen geltendes Grenzgesetz
darstellt.

Das Verhalten bei niedrigen Konzentrationen prii-
fen wir speziell in Abb. 1.6-9. Hier ist fiir die Mehrzahl
der in Abb. 1.6-8 betrachteten Elektrolyte die mola-
re Leitfahigkeit als Funktion der Konzentration aufge-
tragen. Nach GL. (1.6-30) sollten wir fiir A einen kon-
zentrationsunabhéngigen Wert erhalten, was jedoch
nach Abb. 1.6-9 selbst bei niedrigsten Konzentratio-
nen nicht der Fall ist. Wir konnen jedoch eine gewisse
Systematik erkennen: Die geringste Konzentrations-
abhéangigkeit finden wir bei den ein-einwertigen Elek-
trolyten. Bei den mehrwertigen Elektrolyten ist sie we-
sentlich grofier. Vollig aus dem Rahmen fillt das Ver-
halten der Essigsdure, bei der bei sehr geringen Kon-

0.04 HCl
=003 }
[=]
< % H,S0
§ ~————— NaOH Sk
=002}
| KCl
0.01 MNaCl
& CH,COONa
L % MgS0,*
T CHC00H
0 002 004 006 008 010

¢ [mol dm3]

Abb. 1.6-9 Molare Leitfahigkeit einiger Elektrolytldsungen in
Abhdngigkeit von der Konzentration bei 298 K (* bei 291 K).

zentrationen ein tiberaus starker Abfall der molaren
Leitfdhigkeit vorliegt.

Da alle Kurven in Abb. 1.6-9 (mit Ausnahme der Es-
sigsdurelosung) einen dhnlichen Verlauf zeigen, liegt
es nahe, nach einem allgemein giiltigen analytischen
Ausdruck zu suchen. Auf empirischem Wege fand
Kohlrausch dafiir das nach ihm benannte

Kohlrausch’sche Quadratwurzelgesetz

A =Ny —k-+/c (1.6-40)
A, bedeutet dabei die molare Leitfahigkeit bei der
Konzentration ¢, A, diejenige bei verschwindend klei-
ner Konzentration, k eine Konstante. Wie Abb. 1.6-10
zeigt, ist dieses Gesetz bei sehr kleinen Konzentra-
tionen tatsdchlich gut erfullt, wenn wir wiederum
von der Essigsdurelosung absehen. Wir entnehmen
Abb. 1.6-10 weiterhin, dass die Geraden fiir alle 1 : 1-
Elektrolyte nahezu parallel zueinander verlaufen, das
heifit, dass fiir diese Elektrolyte ein sehr dhnlicher
k-Wert vorliegt. Je hoher die Wertigkeit der Ionen ist,
desto steiler sind die Geraden, d.h. desto grofier ist
k. Das legt den Schluss nahe, dass fiir die Konzen-
trationsabhéngigkeit der molaren Leitfédhigkeit der be-
trachteten Elektrolytlosungen (wieder mit Ausnahme
der Essigsdurelosung) Coulomb’sche Wechselwirkun-
gen verantwortlich sind. Damit stoflen wir zum ersten
Mal auf interionische Wechselwirkungen und somit
auf ein Abweichen vom idealen Verhalten. Interioni-
sche und intermolekulare Wechselwirkungen werden
uns spater (Abschnitte 1.6.9 und 2.5.5) noch sehr in-
tensiv beschéftigen.

Wir haben also erkannt, dass im allgemeinen Fall
wegen der nichtlinearen Beziehung zwischen der spe-
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Abb. 1.6-10 Molare Leitfahigkeit nach dem Kohlrausch’schen
Quadratwurzelgesetz bei 298 K (* bei 288 K).

zifischen Leitfihigkeit und der Konzentration einer-
seits und wegen der Konzentrationsabhéngigkeit der
molaren Leitfahigkeit andererseits die elektrischen
Beweglichkeiten #~ und u* in GL. (1.6-30) bis (1.6-32)
keine Stoffkonstanten sind, sondern von der Konzen-
tration abhdngen. Rithrt diese Konzentrationsabhén-
gigkeit, wie oben vermutet wurde, von Coulomb’schen
Wechselwirkungen zwischen den Ionen her, so sollte
sie bei sehr grofiem Abstand der Ionen voneinander,
d. h. bei sehr starker Verdiinnung (¢ — 0), keine Rol-
le mehr spielen. Dann miissten die durch Extrapola-
tion der Geraden in Abb. 1.6-10 auf ¢ = 0 erhaltenen
molaren Leitfahigkeiten und die in ihnen enthaltenen

1.6 Einfiihrung in die Elektrochemie

elektrischen Beweglichkeiten der Ionen Stoffkonstan-
ten sein.

Wir wollen das auf folgende Weise nachpriifen: Bil-
den wir die Differenz der molaren Leitfdhigkeiten
zweier Elektrolyte mit gleichem Kation bzw. Anion,
dann ergibt sich daraus nach Gl. (1.6-33) die Diffe-
renz der molaren Leitfihigkeiten der unterschiedli-
chen Anionen bzw. Kationen. Diese Differenzen miiss-
ten unabhéngig vom Kation bzw. Anion sein, wenn
die elektrischen Beweglichkeiten tatsachlich Stoftkon-
stanten sind. Tabelle 1.6-3 entnehmen wir, dass wir
fiir die Differenz A(K*) — A(Na™) bei einer Elektro-
lytkonzentration von 0.1 mol dm~> noch unterschied-
liche, bei einer gegen null gehenden Elektrolytkonzen-
tration dagegen recht gut iibereinstimmende Werte
erhalten, wenn wir Chloride, Iodide und Perchlora-
te vergleichen. Entsprechendes finden wir fir die Dif-
ferenz A(I7) — A(CIOZ) beim Vergleich der Kalium-
und Natriumsalze. Das besagt, dass bei nicht einmal
sehr hohen Elektrolytkonzentrationen die den mola-
ren Leitfahigkeiten proportionalen elektrischen Be-
weglichkeiten der Ionen von der chemischen Natur
der Gibrigen anwesenden lonen abhingig sind. Nur bei
unendlicher Verdiinnung sind die elektrischen Beweg-
lichkeiten wirkliche Stoffkonstanten, und nur fiir die-
sen Fall gilt das Gesetz von der unabhéngigen Wande-
rung der Ionen:

Ag=v Fz ul +v F|z" lug =v A +v7 A (1.6-41)

Im allgemeinen Fall (¢ # O0moldm™2 gilt natiirlich
auch die Beziehung

A, =vIFzZ ul +vTF|z |u] =v AT +v A7 (1.6-42)

Tab. 1.6-3 Priifung des Gesetzes der unabhingigen lonenwanderung (T = 298 K; A in Q=" cm? mol™").

A(KCI) A(NacCl)
AKt) — A(Nat)

AKI)

A(KT) — A(Na™)

A(Nal)  A(KClO,) A(NaClo,)

A(KT) — A(Na™)

c= 128.96 106.74 1-31.11 108.78  115.20 98.43
0.1 mol dm™3 22.22 22.33 16.77
c— 149.86 126.45 1-50.38 126.94  140.04 117.48
Omol dm™3 23.41 23.44 22.56

A(KI) A(KCIO,) A(Nal) A(NaClo,)

A(I7) = A(CIO;) A(I7) = A(CIO;})

c= 131.11 115.20 108.78 98.43
0.1 moldm™3 15.91 10.35
c— 150.38 140.04 126.94 117.48
0Omol dm™3 10.34 9.46
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doch sind die u(ci) und A(Ci) von der eigenen Konzen-
tration und der Konzentration aller anderen Losungs-
partner abhéngig.

Bei Kenntnis der Grenzleitfihigkeiten A(J)r und Aj
der Ionen konnen wir die molaren Leitfahigkeiten be-
rechnen. Das gelingt auch schon bei geeigneter Kom-
bination verschiedener molarer Leitfahigkeiten. Wir
wollen das an den Beispielen der Tab. 1.6-3 sehen. Es
ist

A(NaCl) = A(Nat) + A(CI")
= A(Na®) + A(ClO]) + A(K*") + A(CI)
— A(K*) - A(CI0})
A(NaCl) = A(NaClO,) + A(KCl) — A(KCIO,)
(1.6-43)

Das ist natiirlich nur bei Verwendung der Grenzleitfa-
higkeiten moglich. Ay(NaCl) = (117.48 + 149.86 —
140.04) Q7' ecm?mol™ = 12730 Q7' cm? mol ™.
Dieser Wert stimmt recht gut mit dem direkt ge-
messenen  (126.45 Q! cm? mol™!) iiberein. Ver-
wendet man die molaren Leitfihigkeiten bei ¢ =
0.1moldm™3, so weicht der berechnete Wert
(112.19 Q"' em? mol™!) betrichtlich von dem ge-
messenen (106.74 Q= cm? mol™1) ab. Das hier er-
lauterte Verfahren hat besondere Bedeutung bei der
Ermittlung der Grenzleitfahigkeiten der spédter (in Ab-
schnitt 1.6.8) zu behandelnden schwachen Elektrolyte,
zu denen beispielsweise die Essigsdure zdhlt. Bei ih-
nen dndert sich die molare Leitfahigkeit gerade im
Bereich geringer Konzentrationen (s. Abb. 1.6-9) sehr
stark, so dass eine Extrapolation gemessener Werte
auf unendliche Verdiinnung sehr unsicher ist.

1.6.5 Elektrische Beweglichkeiten, molare
Leitfahigkeiten der lonen und Uberfithrungszahlen

Leitfahigkeitsmessungen liefern uns, wie wir gesehen
haben, nur Summen oder Differenzen von molaren
Leitfahigkeiten oder elektrischen Beweglichkeiten der
Ionen. Fir die Diskussion des Leitungsverhaltens der
Kationen oder Anionen allein wére es wiinschenswert,
Aufschluss tiber die einzelnen molaren Leitfahigkeiten
der Ionen zu erhalten. Zu ihrer experimentellen Be-
stimmung bieten sich zwei Méglichkeiten an.

Nach Gl (1.6-23) sind die elektrischen Beweglich-
keiten der Ionen als ihre auf die Feldstirke bezoge-
ne Wanderungsgeschwindigkeit definiert. Gelingt es,
letztere unmittelbar zu messen, dann gewinnt man da-
mit auch die elektrischen Beweglichkeiten. Eine solche
Messung ist dann moglich, wenn die Kationen geférbt,
die Anionen farblos sind oder umgekehrt wie im Fall
des Kaliumpermanganats. Unterschichtet man in ei-

Abb. 1.6-11 Elektrolysege-
faB zur direkten Messung
der Wanderungsgeschwin-
digkeit.

nem Elektrolysegefaf3, wie es in Abb. 1.6-11 dargestellt
ist, eine Kaliumnitratlosung so vorsichtig mit einer
Kaliumpermanganatlosung, dass sich scharfe Schicht-
grenzen ausbilden, so beobachtet man nach dem An-
legen einer Gleichspannung an die Elektroden auf der
einen Seite des U-Rohres ein Ansteigen, auf der an-
deren Seite ein Absinken der Schichtgrenze. Durch
Messung der Verschiebung in Abhéngigkeit von der
Zeit lasst sich die Wanderungsgeschwindigkeit und
daraus bei Kenntnis der angelegten Spannung und
des Elektrodenabstandes die elektrische Beweglich-
keit des MnOj -Ions ermitteln. Wir wollen uns eine
Vorstellung von der Geschwindigkeit machen, mit der
sich ein Permanganat-Ion im elektrischen Feld zwi-
schen den Elektroden bewegt: Bei einem Feld von
1Vcem™list die Wanderungsgeschwindigkeit etwa 5 -
10~*cmsL.

Im Allgemeinen wird dieses Verfahren jedoch nicht
anwendbar sein, weil sowohl die Kationen als auch die
Anionen farblos sind. In diesem Fall wird man auf ein
von Hittorf angegebenes Verfahren, die Bestimmung
der Uberfiihrungszahlen, zuriickgreifen.

Nach GI. (1.6-24) setzt sich der gesamte, durch die
Elektrolytlosung flieSende Strom I aus zwei Anteilen
zusammen, dem durch die Kationen transportierten
Teil (/) und dem durch die Anionen transportierten
().

Den Bruchteil |%) des durch die Wanderung der
Kationen bewirkten Stromes nennen wir Uberfiih-

rungszahl der Kationen (t*), den Bruchteil )§|
Uberfiihrungszahl der Anionen (t™).



Unter Beachtung der Gl. (1.6-24), (1.6-25), (1.6-1) und
(1.6-30) bis (1.6-32) ergibt sich eine Reihe von Bezie-
hungen:

. I~ _ Q* _ ut _ viAt
I Qtr+ Q7| wur4+u- viAt +v A~
vtAt
A
(1.6-44)
P i 7l _ _u  _ v AT
I Qt+ Q7| wutr4+u- vtAt+v A~
v AT
A
(1.6-45)

Qt und |Q7| sind die jeweils transportierten La-
dungsmengen. Die Addition dieser beiden Gleichun-
gen fithrt zu

=1 (1.6-46)
Es gilt weiter
ut u- vtAT v AT
1= I+ -l = -1 -1
ut +u- ut +u- A + A
(1.6-47)

Infolge der unterschiedlichen elektrischen Beweglich-
keiten von Anionen und Kationen kommt es bei der
Elektrolyse zu unterschiedlichen Konzentrationsab-
nahmen in der Néhe der Kathode und in der Néhe
der Anode, was man sich bei der Bestimmung der
Uberfiihrungszahl zunutze macht. Abbildung 1.6-12
stellt eine fiir diesen Zweck geeignete Elektrolysezel-
le dar. Wir erkennen drei gegeneinander abtrennbare
Volumina, den Kathodenraum K, den Anodenraum A
und einen Mittelraum M. Schematisch finden wir die-
se Einteilung in Abb. 1.6-13 wieder. Das obere Teil-
bild zeigt uns die Verhéltnisse zu Beginn der Elektroly-
se: Kathoden-, Mittel- und Anodenraum sind mit der
gleichen Elektrolytlosung gefiillt (im Beispiel ein ein-
einwertiger Elektrolyt). In allen drei Raumen haben
wir die gleiche Konzentration vorliegen.

Wir wollen nun einmal annehmen, dass die elek-
trische Beweglichkeit des Kations viermal so grof} ist
wie die des Anions, wie es bei der Salzsdure ungefahr
der Fall ist. Dann werden nach Gl. (1.6-47) vier Finf-
tel des Stromes in der Elektrolytlosung durch die Kat-
ionen- und ein Fiinftel des Stromes durch die Anio-
nenwanderung bewirkt. Den Strom durch die Elek-
trolytlosung messen wir, wie wir im Abschnitt 1.6.2
gesehen haben, durch die Zahl der Ladungen, die in

1.6 Einfiihrung in die Elektrochemie

Abb. 1.6-12 Elektrolysezelle nach Coehn zur Bestimmung der
Hittorf'schen Uberfiihrungszahl.
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Abb. 1.6-13 Einfluss der unterschiedlichen elektrischen Be-
weglichkeiten der lonen auf die Konzentrationsanderungen
bei der Elektrolyse.

der Zeit ¢ durch eine senkrecht zur Stromrichtung ge-
dachte Fliche, beispielsweise die Trennfldche Katho-
denraum/Mittelraum oder Mittelraum/Anodenraum,
hindurchtritt. Die gleiche Anzahl von Ladungen muss
aber in derselben Zeit sowohl an der Kathode (un-
ter gleichzeitiger Reduktion der Kationen) als auch
an der Anode (unter gleichzeitiger Oxidation der An-
ionen) ausgetauscht werden. Der mittlere Teil von
Abb. 1.6-13 veranschaulicht uns dies: Wenn 5 mol Kat-
ionen entladen werden, werden gleichzeitig 5 mol An-
ionen entladen. In derselben Zeit miissen 4 mol Kat-
ionen aus dem Mittelraum in den Kathodenraum und
4 mol Kationen aus dem Anodenraum in den Mittel-
raum wandern, wihrend jeweils 1 mol Anionen die
beiden Trennflichen in entgegengesetzter Richtung
passiert.

Der untere Teil von Abb. 1.6-13 zeigt das Re-
sultat dieser Elektrolyse: Insgesamt hat die Lo-
sung 5mol Elektrolyt verloren, davon 1mol im
Kathodenraum, 4mol im Anodenraum. Das Ver-
hdltnis der messbaren Konzentrationsabnahme
ACI(athodenraum/AcAnodenraum ist gleiCh dem Verhilt-

nis uAmon/ Kation*
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Vorgang Kathodenraum

Mittelraum

Anodenraum

Reaktion an der Elektrode —1mol Kationen -

Einwanderung +¢* mol Kationen

+t* mol Kationen

—1mol Anionen
+t~ mol Anionen

+¢~ mol Anionen

Auswanderung —t~ mol Anionen

—t* mol Kationen

—t* mol Kationen

—t~ mol Anionen

Konzentrationsédnderung bei —(1 — ¢*) mol Kationen -

Durchgang von 1 F —t~ mol Anionen =
—t~ mol Kationen
—t~ mol Anionen =

—¢~ mol Elektrolyt

—(1 — t7) mol Kationen
—t* mol Anionen =
—t* mol Kationen

—t* mol Anionen =
—t* mol Elektrolyt

Wir formulieren diese Uberlegungen noch einmal
ganz allgemein. Wenn wir durch die Losung unse-
res ein-einwertigen Elektrolyten gerade eine Ladungs-
menge F - 1 mol hindurchschicken, geschehen die in
der Tabelle oben aufgefiithrten Vorgénge.

Wir entnehmen daraus unmittelbar

AcI(athodenraum _ t__

= (1.6-48)

A CAnodenraum

Beachten wir noch Gl. (1.6-46), so finden wir, dass

Ac
= Anodenraum (1.6—49)
A CAnodenraum T A CKathodenraum
= ACI(athodenraum (1.6—50)

ACAnodenraum + ACI(athodenraum

Man kann also, wie eingangs gesagt, aus den Konzen-
trationsabnahmen im Anoden- und Kathodenraum
die Uberfiihrungszahlen ermitteln, sofern man da-
fiir sorgt, dass nicht durch Diffusion oder Riihreffek-
te die Konzentrationsverschiebungen wieder ausgegli-
chen werden.

Aus den Uberfithrungszahlen lassen sich gemaf3
Gl (1.6-44) und Gl. (1.6-45) bei Kenntnis der mola-
ren Leitfahigkeit des Elektrolyten die molaren Leit-
fahigkeiten der lonen und weiterhin mithilfe von
Gl (1.6-31) und GL. (1.6-32) die elektrischen Beweg-
lichkeiten der Ionen berechnen.

Die im Abschnitt 1.6.4 behandelte Konzentrations-
abhingigkeit der molaren Leitfihigkeit kann nach
Gl. (1.6-31) bis (1.6-33) nur eine Folge einer Kon-
zentrationsabhingigkeit der elektrischen Beweglich-
keiten der Ionen sein. Da nach Gl (1.6-44) und
Gl. (1.6-45) die Uberfiihrungszahlen den Quotien-
ten aus der elektrischen Beweglichkeit der betrachte-
ten Ionenart und der Summe der Beweglichkeiten al-
ler anwesenden Ionenarten darstellen, hebt sich die
Konzentrationsabhéngigkeit weitgehend heraus, so-
weit man bei niedrigen Konzentrationen von unter

0.01 M misst. Es ist in guter Niaherung t+ = t; und
£ =t s0 dass mit der molaren Grenzleitfihigkeit
A die molaren Ionengrenzleitfahigkeiten Ag und A7
ermittelt werden kénnen, selbst wenn die Uberfiih-
rungszahlen im nicht-idealen Bereich gemessen wiir-
den. In Tab. 1.6-4 sind fiir eine Reihe von Ionen die bei
298K ermittelten molaren Grenzleitfihigkeiten zu-
sammengestellt.

Tab. 1.6-4 Molare lonengrenzleitfahigkeiten /\0+ und A in
wassrigen Loésungen bei 298 K.

AT AT
0 0
lon —— lon

Q-1 cm2 mol-! Q-1 cm2 mol—!

H* 349.8 OH~ 198.6
Li* 38.7 F- 55.4
Na* 50.1 Cl- 76.4
K+ 73.5 Br~ 78.1
Rb* 77.8 - 76.8
Cs* 77.2
Ag* 61.9 NO; 71.5
Clog 64.6
NH,* 73.6 BrO; 55.7
N(CH,);  44.9 Clo; 67.4
N(C,Hy)f 327 HCO; 44.5
N(C;H,); 234
N(C,Hy)f 195 HCOO~ 54.6
CH,;COO~ 40.9
1/2Be** 45 C,H;,COO~ 3538
1/2Mg>* 531 C;H,COO~ 326
1/2Ca%* 59.5
1/2Sr?* 59.5 1/280%" 80.0
1/2Ba%** 63.6 1/2C03~ 69.3
1/2Cu**  56.6
1/3Fe(CN)?~ 100.9
1/3La%* 69.7
1/3Ce3* 69.8 1/4Fe(CN)f~ 1105




Tab. 1.6-5 Hittorf'sche Uberfiihrungszahlen in wissrigen
Lésungen bei 298 K.

tt t
HCl 0.821 0.179
LiCl 0.337 0.663
NaCl 0401 0.599
KCl 0.496 0.504
CaCl, 0.438 0.562
LaCl; 0477 0.523
KOH 0.274 0.726
KCl 0.496 0.504
KBr 0.484 0.516
KI 0.489 0.511
K,SO, 0.477 0.523

Wie wir schon mehrfach hervorgehoben haben, ist
die molare Ionengrenzleitfiahigkeit eine charakteris-
tische Grof3e fiir ein bestimmtes lon. Das ist jedoch
nicht der Fall fiir die Hittorf’sche Uberfithrungszahl.
Sie ist abhdngig von der Natur des Gegenions, denn
sie stellt den Anteil am gesamten Stromtransport dar.
Tabelle 1.6-5 veranschaulicht uns das am Beispiel ei-
niger Chloride und einiger Kaliumsalze.

1.6.6 Die Hydratation der lonen

Wir wollen nun versuchen, das in Tab. 1.6-4 zusam-
mengestellte Zahlenmaterial zu unseren eingangs an-
gestellten Uberlegungen in Beziehung zu setzen. Im
Abschnitt 1.6.2 hatten wir fiir die elektrische Beweg-
lichkeit der Ionen GI. (1.6-23) abgeleitet. Fassen wir sie
zusammen mit GL. (1.6-31) bzw. (1.6-32), so finden wir

F-z?-e

A® = Fz, ™ =
0i 6mr; - i

it (1.6-51)
Die molaren lonengrenzleitfihigkeiten sollten dem-
nach bei gleicher Temperatur und im gleichen Lo6-
sungsmittel (7 = const.) umgekehrt proportional zum
Radius des Ions sein. Wenn wir nun aus Tab. 1.6-4 die
Reihe Li* — Rb* und die Reihe NH, — N(C,Hy),
herausgreifen, so sehen wir, dass die Voraussage wohl
bei den grofSen Tetraalkylammonium-Ionen erfiilltist,
nicht aber bei den Alkali-Ionen. Hier nimmt die mo-
lare Grenzleitfihigkeit mit steigendem lonenradius,
wie wir ihn beispielsweise aus den lonengittern er-
mitteln konnen, zu. Bei den Anionen betrachtet man,
wenn auch weit weniger deutlich ausgeprégt, etwas
Ahnliches. Bei den grofen Fettsdure-Anionen nimmt
die molare Grenzleitfihigkeit mit der lonengrofle ab,
vom Fluorid-Ion zum Bromid-Ion hingegen nimmt
sie zu.
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Um diese Effekte verstehen zu koénnen, miissen
wir beachten, dass Wasser aufgrund der gewinkelten
Struktur des Wassermolekiils (vgl. Abschnitt 1.2.3) ein
sehr polares Losungsmittel ist. Die Wassermolekiile
haben starke Dipoleigenschaften. Da die Ionen des
Elektrolyten wegen ihrer Ladung ein elektrisches Feld
besitzen, kommt es zu einer elektrostatischen Wech-
selwirkung, als deren Folge Wassermolekiile an die lo-
nen angelagert werden. Wir sprechen von Hydratati-
on, allgemeiner von Solvatation. Das Ausmaf} der Sol-
vatation, d.h. auch die Gréfle der Solvat- oder Hy-
drathiille, hangt natiirlich von der Stiarke des elek-
trischen Feldes des Ions ab. Die Alkali-Ionen tragen
samtlich eine positive Ladung (mit dem Schwerpunkt
im Atomkern), haben aber sehr unterschiedliche, aus
den Gitterdimensionen der festen Salze berechenbare
Ionenradien. Sie betragen r(Li*) = 0.068 nm, r(Nat) =
0.097 nm, r(K*) = 0.133nm, r(Rb*) = 0.147 nm und
r(Cst) = 0.167 nm. Wir sehen, dass sich die Radien
von Lit und K* wie 1: 2 verhalten. Das besagt, dass das
elektrische Feld unmittelbar auflerhalb des Li*-Ions
viermal so stark ist wie unmittelbar auflerhalb eines
K*-Ions. Es darf uns deshalb nicht verwundern, dass
sich um das Li*-Ion eine groflere Hydrathiille aufbaut
als um das Na*- oder das K*-Ion. Verschiedene Un-
tersuchungen lassen erkennen, dass an ein Li* -Ton fast
doppelt so viele (14) Wassermolekiile angelagert wer-
den wie an ein Nat-Ion und fast dreimal so viele wie an
ein K*-Ion. Das hat zur Folge, dass der Radius des hy-
dratisierten Li*-Ions wesentlich grof3er ist als der Ra-
dius des hydratisierten K*-Ions. Da das Ion im ange-
legten elektrischen Feld mit seiner Hydrathiille wan-
dert, ergibt sich die aus Tab. 1.6-4 ablesbare Reihen-
folge der molaren lonengrenzleitfahigkeiten. Bei den
substituierten Ammonium-Ionen spielt wegen ihrer
GrofSe die Hydratation keine ausschlaggebende Rolle,
und wir beobachten die , richtige” Reihenfolge der mo-
laren Ionengrenzleitfahigkeiten.

In gewissen Grenzen lésst sich Gl (1.6-51) zur Er-
mittlung des Radius eines hydratisierten Ions heran-
ziehen. Doch ist zu beachten, dass das Stokes’sche Rei-
bungsgesetz, das dieser Gleichung zugrunde liegt, im
konkreten Fall nur Ndaherungscharakter haben diirfte.

Im Rahmen der Besprechung der Thermodynamik
werden wir uns noch intensiv mit der Hydratation
zu beschiftigen haben (Abschnitt 2.2.3). Es sei darauf
hingewiesen, dass dort die hier entwickelten Vorstel-
lungen vollauf bestitigt werden.

Besonders auffillig ist in Tab. 1.6-4 die ungewo6hn-
lich hohe Leitfihigkeit der 16sungsmitteleigenen Io-
nen H* und OH™. Wegen ihrer geringen Gréfle und
des darauf zuriickzufiihrenden starken elektrischen
Feldes sollten diese Ionen ebenfalls hydratisiert sein,
und zwar so stark, dass ihre effektiven Radien denen
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Abb. 1.6-14 Struktur des Hydronium-lons (a) und des lons
HyOF (o).

der hydratisierten Alkali-Ionen durchaus entsprechen
miissten. Ihre Leitfdhigkeit ist jedoch um einen Fak-
tor von etwa 5 bzw. etwa 3 grofler als die der Alkali-
Ionen. Das ist nur erkldrbar, wenn bei ihnen als den
l6sungsmitteleigenen Ionen ein besonderer Leitungs-
mechanismus vorliegt.

Nackte Protonen sind in Wasser nicht besténdig. Sie
lagern sich sofort an ein Wassermolekiil an unter Bil-
dung eines Hydronium-Ions H;O%, dessen Struktur
nach Kernresonanzuntersuchungen, wie Abb. 1.6-14a
zeigt, dem NH;-Molekiil dhnlich ist. Die positive La-
dung ist nicht fixiert, alle drei OH-Bindungen sind
gleichwertig, denn die positive Uberschussladung ist
symmetrisch auf die drei Protonen verteilt. Diese ver-
mogen deshalb drei stabile Wasserstoftbriicken-Bin-
dungen zu benachbarten Wassermolekiilen auszubil-
den. So fiihrt die sekundare Hydratation des Protons
zu dem in Abb. 1.6-14b wiedergegebenen HyO} -Ton.
Ihm kommt nach massenspektrometrischen Unter-
suchungen eine im Vergleich zu anderen Assoziaten
(z.B. H;07, H,07, H;;0OF) besondere Stabilitit zu.
Innerhalb dieses Komplexes ist das Proton sehr be-
weglich, d.h. es kann auch einem der drei duf3eren
Wassermolekiile angehoren. Gegeniiber Abb. 1.6-14b
wiirde das einen Austausch zwischen einer OH- und
einer Wasserstoffbriicken-Bindung bedeuten.

Aufler der sekundaren Hydratation ist auch noch ei-
ne tertidre zu beriicksichtigen, weil die dufleren Was-
sermolekiile des HyO, -Komplexes mit Wassermole-
kiilen der umgebenden fliissigen Phase weitere, aller-
dings schwichere Wasserstoftbriicken-Bindungen bil-
den konnen. Das bedeutet, dass die Umgebung der
dufleren Wassermolekiile in Abb. 1.6-14b sich nicht
grundlegend von der des zentralen H;O*-Ions im
Hy O} -Komplex unterscheidet, so dass sie nach dem
oben erwihnten Austausch der Bindungen leicht zum
Zentrum eines neuen, um eine Bindungsldnge ver-
schobenen HyO} -Komplexes werden kénnen. Man
spricht dann von einer Strukturdiffusion des gesamten
Hydratkomplexes.

Die fiir das hydratisierte Proton angestellten Uber-
legungen konnen wir sinngemaf3 leicht auf das hydra-
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Abb. 1.6-15 Zur Wanderung der Wasserstoff- und Hydroxid-
lonen in wassriger Losung.

tisierte OH™-Ion iibertragen. Es entspricht dem Hy-
dronium-Ion, sein sekundarer Hydratkomplex ist das
H;0O, -Ton.

Diese Erkenntnisse lassen uns nun auch verstehen,
weshalb die Protonen und Hydroxid-Ionen im Wasser
eine so hohe Leitfihigkeit besitzen.

Schematisch und stark idealisiert ist der Leitungs-
mechanismus in Abb. 1.6-15 dargestellt, und zwar fiir
die Wasserstoft-lonen in der oberen, fiir die Hydroxid-
Ionen in der unteren Zeile.

Das in der oberen Zeile links gezeigte H;O-Ion
sei das zentrale Ion eines HyO, -Komplexes. Von sei-
ner Hydratsphare ist lediglich ein H,O-Molekiil auf-
gefithrt. Durch den oben erwidhnten Protoneniiber-
gang (Pfeil in Abb. 1.6-15) geht dieses in ein H;O*-Ion
tiber. Als nédchster Schritt kann das Proton wegen
der Gleichwertigkeit der drei OH-Bindungen entwe-
der auf das Ausgangsmolekiil zuriickspringen oder auf
eines der beiden anderen Wassermolekiile in der Hy-
dratsphére iibergehen. Unter der Wirkung des ange-
legten elektrischen Feldes wird der Schritt in Feld-
richtung der wahrscheinlichste sein. Nach fiinf sol-
chen Schritten ist das Hydronium-Ion um fiinf Was-
sermolekiile ,weitergewandert®, ohne dass eine wirk-
liche Ionenwanderung, wie wir sie bei den tibrigen Io-
nen besprochen haben, stattgefunden hat. Wir ent-
nehmen Abb. 1.6-15 unmittelbar, dass eine Kette
von Wassermolekiilen, tiber die ein Protonentrans-
port stattgefunden hat, wegen des erfolgten Bin-
dungsaustausches zu einem zweiten Protonentrans-
port in der gleichen Richtung nicht befdhigt ist. Es
muss zuvor eine Reorientierung der Wassermolekiile
stattfinden.

Die untere Zeile in Abb. 1.6-15 lesen wir von rechts
nach links. Wir erkennen dann die ,Wanderung” des
Hydroxid-Ions.

Wir miissen uns nun noch die Frage vorlegen, was
ein jeder der durch einen Pfeil angezeigten Schritte
beinhaltet. Da der O—H-Abstand in der OH-Bindung
kiirzer ist als in der H...O-Briickenbindung, zeigt je-



der Pfeil eine Verschiebung eines Wasserstoffatoms in
Bindungsrichtung und eine Umlagerung der binden-
den Elektronen an. Kinetische Messungen und Un-
tersuchungen des Isotopieeffektes, d.h. des Einflus-
ses, den die Substitution eines H-Atoms durch ein
D-Atom auf die Kinetik austibt, lassen erkennen, dass
der Positionswechsel des Protons nicht auf klassi-
schem Wege erfolgen kann. Es muss vielmehr ange-
nommen werden, dass das Proton von der einen in
die andere Position ,tunnelt®, so wie wir es im Ab-
schnitt 1.4.15 fiir das Elektron besprochen haben. Ein
solcher Tunneleffekt setzt eine optimale gegenseitige
Orientierung der Wasserstoffmolekiile voraus, wie sie
in Abb. 1.6-15 angegeben ist.

Im Eis ist diese Orientierung durch die Struktur
vorgegeben, im flissigen Wasser wird sie durch die
Temperaturbewegung gestort. Deshalb ist die Driftge-
schwindigkeit des Protons im Eis um zwei Zehnerpo-
tenzen grofSer als im fliissigen Wasser. Der geschwin-
digkeitsbestimmende Schritt ist im Eis die Durchtun-
nelung des Potentialwalls, im fliissigen Wasser die Ein-
stellung der Wassermolekiile in eine fiir den Tunnelef-
fekt geeignete Ausrichtung.

Tab. 1.6-6 Zur Priifung der Walden’schen Regel.

1.6 Einfiihrung in die Elektrochemie

1.6.7 Die Temperatur- und
Losungsmittelabhdngigkeit der molaren
lonengrenzleitfahigkeit

Wir greifen noch einmal auf GIL (1.6-51) zuriick und
fragen nach der Abhéngigkeit der molaren Grenzleit-
fahigkeit eines bestimmten Ions von der Temperatur
und von der Art des Losungsmittels. Setzen wir vor-
aus, dass sich der Ionenradius nicht mit der Tempe-
ratur dndert, d. h. dass eine etwa vorhandene Hydrat-
hiille im interessierenden Temperaturintervall weder
auf- noch abgebaut wird, bzw. dass der Ionenradi-
us nicht vom Losungsmittel abhéngt (unsolvatisiert),
so kann eine Temperatur- oder Losungsmittelabhén-
gigkeit nur auf die Viskositdt zuriickgefithrt werden.
Gleichbedeutend damit ist, dass das Produkt Aoil. -9
entsprechend der

Walden'schen Regel
PR il 6-5
£, 1.6-51
oi 11 677; ( )

L

temperaturunabhéngig ist.

a) Temperaturabhangigkeit des Produktes /I;ii - n bei einigen wassrigen Elektrolytlosungen.
n(H,0,273K) = 1.792- 103 kgm~" 5=, n(H,0,298K) = 0.890 - 10> kgm~'s~", n(H,0,373K) = 0.282- 103 kgm~"'s~!

lon A;;i 7
103 Q" cmmol~' kg s’
273K 298K 373K
Li* 0.342 0.346 0.339
K+ 0.721 0.657 0.43
Cs* 0.787 0.687 0.564
NH; 0.721 0.659 0.520
N(C,H;); 0.287 0.295 0.293
Cl- 0.741 0.682 0.584
CH,COO0O~ 0.363 0.365 0.367
Pikrat-Ion 0.274 0.268 0.27
b) Losungsmittelabhangigkeit des Produktes /\;—’i - n fur einige lonen bei 298 K.
Wasser Methanol Ethanol Aceton Nitrobenzol
S — 0.89 0.53 1.09 0.306 1.85
103 kgm™! s~1
K* AL /Q7 em® mol™! 73.5 53.7 22.0 82.0 19.2
Af - 1/1073Q7 ecmmol ™ kgs™ 0.657 0.285 0.240 0.251 0.355
N(CsH, )} AL /Q7 em® mol™! 17.5 - - 62.8 11.9
Al -1/1073Q 'emmol ™ kgs™  0.156 - - 0.192 0.220
Pikrat-Ion AL /Q7 em® mol™! 30.8 49 27 84.5 15.0
Af - 1/1073Q7 ecmmol ™ kgs™' 0.268 0.260 0.294 0.259 0.278
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Wir erkennen, dass die Giiltigkeit der Walden’schen
Regel auch die Anwendbarkeit des Stokes’schen Ge-
setzes (Gl. 1.6-21) voraussetzt.

Wir wenden uns zunéchst der Temperaturabhingig-
keit des Produktes Aé’i - 77 bei einigen wissrigen Elek-
trolytlosungen zu. In Tab. 1.6-6a finden wir Werte von
Aé’i - i1 fiir verschiedene Ionen bei drei verschiedenen
Temperaturen. Bei K, Cs™, NHI und CI~ stellen wir
eine starke Abhingigkeit der Werte von der Tempera-
tur fest. Hier dndern sich offensichtlich die Hydratati-
onsverhiltnisse (und auch die Viskositit des Wasser in
unmittelbarer Umgebung der Ionen) mit der Tempe-
ratur. Bei den grofien, schwach oder nicht hydratisier-
ten Ionen und auch beim Li*-Ion mit der sehr fest ge-
bundenen Hydrathiille ist die Walden’sche Regel aber
recht gut erfillt.

Einen Uberblick iiber die Lésungsmittelabhingig-
keit des Produktes As_—i - 57 gibt uns Tab. 1.6-6b. Wir se-
hen, dass auch hier beim K*-Ion starke Wertschwan-
kungen auftreten, dass aber bei grofSen Kationen oder
Anionen die Walden’sche Regel im GrofSen und Gan-
zen erfillt wird.

1.6.8 Schwache Elektrolyte

Bei der Besprechung der Konzentrationsabhangigkeit
der molaren Leitfdhigkeit im Abschnitt 1.6.4 hatten
wir festgestellt, dass sich bei der Mehrzahl der be-
sprochenen Elektrolyte die Konzentrationsabhéngig-
keit von A mithilfe des Kohlrausch’schen Quadrat-
wurzelgesetzes darstellen lief3. Dies Verfahren versag-
te (vgl. Abb. 1.6-10) jedoch vollig bei der Essigséure.
Das gleiche beobachtet man bei einer grofien Anzahl
weiterer anorganischer und organischer Sduren und
Basen.

Wir sind bislang stets davon ausgegangen, dass die
Elektrolyte in der Losung vollstédndig dissoziiert vor-
liegen. Wir wollen uns nun die Frage stellen, wel-
chen Einfluss eine nur teilweise Dissoziation auf die
Konzentrationsabhéngigkeit der molaren Leitfihig-
keit hat. Bei einer nur unvollstindigen Dissoziation
liegen in der Losung nebeneinander undissoziierte
Ausgangsstoffe — im Fall von Sduren HA - und die
Dissoziationsprodukte H" und A~ vor. Wenn es zu ei-
nem stationdren Zustand kommt — und dieser liegt,
wie uns die Messungen zeigen, vor —, dann muss of-
fenbar die Geschwindigkeit der Dissoziation

k.
HA + H,0 = A~ + H,0* (1.6-52)

gleich der Geschwindigkeit der Rekombination

ke
A~ +H;0" = HA + H,0 (1.6-53)

sein. Wir konnen dann wie im Abschnitt 1.5.7 fir die
Gesamtgeschwindigkeit formulieren

R.G. = kg/[HA] - [H,O] — k,[A”J[H;O0T]=0 (1.6-54)
oder

- k
[AJHsOY] _ka _

[HAJH,0] &, (16:55)

Beachten wir, dass in dem wiéssrigen System die Was-
serkonzentration als konstant angenommen werden
kann, dann erhalten wir fiir das ,Dissoziationsgleich-
gewicht”

HA + H,0 = A~ + H;O0™" (1.6-56)
die ,klassische Gleichgewichtskonstante” K,

[A™]- [H30%]

- 2" K 1.6-57

Wir werden im Abschnitt 2.6 sehen, dass wir exakter-
weise anstelle der Konzentration die Aktivititen ver-
wenden missten. Dann wiirden wir die thermody-
namische Gleichgewichtskonstante erhalten. Fiir die
hier angestellten Uberlegungen geniigt uns jedoch
Gl. (1.6-57). Bezeichnen wir nun als Dissoziationsgrad
a den Anteil der urspriinglich eingesetzten Molekiile,
der dissoziiert ist, so ist bei einer Ausgangskonzentra-
tion ¢ die Konzentration der Anionen [A~]/ = «a - c. Die
Konzentration der Kationen muss gleich grof3 sein,
d.h. [H;0%/ = a - ¢. Die Konzentration an nicht dis-
soziierter Saure ist [HA] = ¢(1 — a). Setzen wir diese
Werte in Gl. (1.6-57) ein, so ergibt sich

2.2 2

a‘cc  _ a‘c )
c(l—oc)_(l—a)_l(c (1.6-58)

Da die undissoziierte Sdure HA nicht zur Leitfdhigkeit
beitragen kann, sondern nur die Ionen /[H;O%/ und
[A~], A, hingegen auf vollstindige Dissoziation bezo-
gen ist (vgl. Berechnung von A, in Abschnitt 1.6.4),
sollte der Quotient aus der bei der Konzentration c ge-
messenen molaren Leitfahigkeit A, und A, gleich dem
Dissoziationsgrad sein:

Ae _ (1.6-59)

1" a .6-
Setzen wir diesen Ausdruck in Gl. (1.6-58) ein, so er-
halten wir

das Ostwald’sche Verdiinnungsgesetz,
AZ
(4

— ¢ =K
(Ag = A4 ‘

(1.6-60)



Tab. 1.6-7 Prifung des Ostwald'schen Verdiinnungsgesetzes
am Beispiel der Essigsaure bei 298 K.

C Ac Kc
103 moldm—3 Q-'cm2 mol~’ 10—3> mol dm—3
0 390.59 1 -
0.1114 127.71 0.327  1.77
1.028 48.13 0.123 1.77
5.912 20.96 0.0537 1.80
12.83 14.37 0.0368 1.80
20.00 11.56 0.0296 1.81
50.00 7.36 0.0188 1.80
100.00 5.20 0.0133 1.79

Es ist ein Spezialfall des Massenwirkungsgesetzes. Um
die Giiltigkeit der Beziehung GL. (1.6-60) nachzuprii-
fen, berechnen wir aus den Versuchsdaten die lin-
ke Seite der Gleichung und kontrollieren, ob sie tat-
sdchlich unabhingig von ¢, einen konstanten Wert
ergibt.

Fiir den Fall der Essigsdure bestitigt uns Tab. 1.6-7
die Richtigkeit von Gl. (1.6-60). Die geringfiigigen Ab-
weichungen von der Konstanz von K, die wir aus
Tab. 1.6-7 entnehmen, sind eine Folge davon, dass wir
anstelle der Aktivitidten die Konzentrationen verwen-
det haben.

1.6.9 Starke Elektrolyte,
die Debye-Hiickel-Onsager-Theorie

Nachdem wir mit dem Ostwald’schen Verdiinnungs-
gesetz eine quantitative Erklarung des Leitungsverhal-
tens der schwachen Elektrolyte gefunden haben, wol-
len wir uns noch einmal dem Verhalten der starken
Elektrolyte zuwenden.

Wiirden wir versuchen, auch bei einem starken Elek-
trolyten die Konzentrationsabhéngigkeit von A, ge-
mafs Gl (1.6-60) auf eine unvollstindige Dissoziati-
on zuriickzufithren, d.h. auf einen starken Elektro-
lyten das Ostwald’sche Verdiinnungsgesetz anzuwen-
den, dann kdmen wir zu vollig unbrauchbaren Ergeb-
nissen. K, erwiese sich als stark abhédngig von ¢. Im
Fall der Salzsdure wiirde sich K, fiir Konzentrationen
zwischen 2 - 10> M und 2 - 1073 M um eine Zehner-
potenz dndern. Dass wir das Ostwald’sche Verdiin-
nungsgesetz nicht auf einen starken Elektrolyten an-
wenden konnen, erkennen wir auch daran, dass es fiir
sehr niedrige Konzentrationen eine lineare Abhéngig-
keit von c liefert und nicht die experimentell bestitig-
te lineare Abhéngigkeit von \/Z (vgl. Abschnitt 1.6.4
und Abb. 1.6-10). Fur extrem kleine Konzentrationen
muss namlich nach Gl (1.6-58) a gegen 1 streben,
so dass A, = Ay. Wir konnen fir GL (1.6-60) dann
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schreiben
A2
— 9 =K, (1.6-61)
(A=A
Ng—a, =Do¢ (1.6-62)
0 ST T -
AO
Ag=Ag= 22 ¢ (1.6-63)

Wenn die starken Elektrolyte dem Ostwald’schen Ver-
dinnungsgesetz nicht gehorchen, ist ihr Dissozia-
tionsgrad konzentrationsunabhéngig, was wiederum
nur moglich ist, wenn sie stets vollstandig dissoziiert
vorliegen. Eine Konzentrationsabhéngigkeit von A,
kann dann nur bedeuten, dass zwischen den Ladungs-
tridgern, d. h. zwischen den Ionen, mit zunehmender
Konzentration zunehmende Wechselwirkungen auf-
treten, die die bei der Ableitung von Gl. (1.6-60) an-
genommene, von anderen Ionen unbeeinflusste elek-
trische Beweglichkeit der Ionen einschrénken. Bei den
schwachen Elektrolyten ist wegen des kleinen Dis-
soziationsgrades die Konzentration der Ionen so ge-
ring (nach Tab. 1.6-7 betrégt der Dissoziationsgrad fiir
eine 10™1 M Essigsiurelosung bei 298 K nur 0.0133),
dass sich aufgrund ihrer grofSen gegenseitigen Entfer-
nung diese Wechselwirkungskrifte nicht so deutlich
bemerkbar machen. Bei ihnen tiberwiegt bei weitem
der Einfluss der Konzentrationsabhingigkeit von a.

Wenn wir uns nun zum Abschluss des einfithrenden
Kapitels der Betrachtung der interionischen Wechsel-
wirkung zuwenden, verlassen wir damit die von uns
bisher (mit Ausnahme der Hydratation) vorausgesetz-
te Annahme eines idealen Verhaltens der Teilchen und
leiten damit gleichzeitig iiber zur Behandlung des rea-
len Verhaltens der Materie (vgl. Abschnitt 2.1).

Fiir die starken Elektrolyte schreiben wir in formaler
Analogie zu GL. (1.6-59)

A

== fa

£ = 1.6-64
i (1.6-64

und nennen f, den Leitfihigkeitskoeffizienten.

Wir suchen nach einer Modellvorstellung fiir den Auf-
bau einer Elektrolytlosung und fiir die zwischen den
Ionen wirkenden Kréfte und versuchen dann, die Aus-
wirkung dieser Kréfte auf die elektrolytische Leitfahig-
keit, d. h. den Leitfihigkeitskoeffizienten, zu berech-
nen. Wir folgen dabei den Vorstellungen von Debye
und Hiickel.

Modell der Elektrolytlésung
Wir setzen voraus, dass starke Elektrolyte bei allen
Konzentrationen vollstindig dissoziiert sind. Die lo-
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Abb. 1.6-16 Nahordnung in Elektrolyt-
|6sungen.

nen sind solvatisiert. Wir betrachten sie als kugel-
formige, nicht polarisierbare Ladungen mit einem
kugelsymmetrischen elektrischen Feld. Zwischen ih-
nen sind anziehende und abstofiende elektrostatische
Krifte wirksam (andere als Coulomb-Krifte schlie-
en wir aus), aufgrund derer es zur Ausbildung ei-
ner Nahordnung kommt. Diese Nahordnung riithrt da-
her, dass sich jedes lon mit lonen des entgegengesetz-
ten Vorzeichens zu umgeben versucht, so wie es in
Abb. 1.6-16 angedeutet ist. Jedes Ion ist also gleich-
zeitig Zentralion und Bestandteil der lonenwolke ei-
nes Nachbarions. Wie ungeladene Teilchen unterlie-
gen die Ionen aber auch einer ungeordneten thermi-
schen Bewegung, die der Ausbildung der Nahordnung
entgegenwirkt. Wir gehen weiterhin davon aus, dass
die Coulomb’sche Anziehungsenergie klein ist gegen-
tiber der thermischen Bewegungsenergie. Da die Cou-
lomb-Krifte mit dem Quadrat des Abstandes abfal-
len, konnen wir diese Forderung erfiillen, wenn wir
nur hinreichend verdiinnte Losungen betrachten, bei
denen die Ionen im Mittel weit voneinander entfernt
sind. In diesen verdiinnten Losungen kdnnen wir die
Dielektrizitdtskonstante der Losung als identisch mit
der des Losungsmittels annehmen.

Wenn wir eine solche Losung in ein dufSeres elek-
trisches Feld bringen, so werden, wie wir es in Ab-
schnitt 1.6.2 ausgefithrt haben, die Ionen entspre-
chend ihrer Ladung auf eine der beiden Elektroden zu-
wandern. Zusitzlich zu den in Abschnitt 1.6.2 behan-
delten Effekten miissen wir aber zwei weitere bertick-
sichtigen, die man als Relaxationseffekt und elektro-
phoretischen Effekt bezeichnet. Der Relaxationseffekt
rithrt daher, dass unter dem Einfluss des elektrischen
Feldes die entgegengesetzt geladenen lonen in entge-
gengesetzter Richtung beschleunigt werden. Dadurch
wird die Nahordnung gestort, die Ionenwolke muss
immer wieder neu aufgebaut werden, was einige Zeit
beansprucht. Ein Ion wandert deshalb dem Schwer-
punkt seiner Ionenwolke etwas voraus. Daraus resul-
tiert eine zuriickhaltende Kraft, eine Bremswirkung.
Bei der Einfiihrung der Stokes’schen Reibung in Ab-
schnitt 1.6.2 waren wir von einer Bewegung der Ionen
in einem ruhenden Medium ausgegangen. Wir mis-
sen nun aber beachten, dass die Ionen der Ionenwolke
mit ihren Hydrathiillen in entgegengesetzter Richtung
wie das Zentralion mit seiner Hydrathiille wandern.
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Dadurch wird der Reibungseffekt noch verstarkt (elek-
trophoretischer Effekt). Bevor wir uns jedoch mit der
Berechnung des Leitfahigkeitskoeffizienten beschaf-
tigen konnen, miissen wir uns der quantitativen Be-
handlung der interionischen Wechselwirkung zuwen-
den, auf die wir auch spéter bei der Besprechung der
Aktivitaten (Abschnitt 2.5.5) zuriickgreifen werden.

Quantitative Behandlung der interionischen
Wechselwirkung

Fir die von uns angenommene kugelsymmetrische
Ladungsverteilung um das Zentralion liefert die

Poisson’sche Gleichung

1 9 <r20<p(r)> __om)

r2 or or €€

(1.6-65)

den Zusammenhang zwischen dem elektrischen Po-
tential ¢(r) , der Ladungsdichte o(r) und dem Abstand
r vom Zentralion, wenn ¢, die Dielektrizitatskonstan-
te des Mediums und ¢, die elektrische Feldkonstante
ist. Wir ibernehmen diese Gleichung ohne Ableitung
aus den Lehrbiichern der Elektrostatik.

Fiir die Berechnung der interionischen Wechselwir-
kung benotigen wir die Kenntnis von ¢(r). Wir erhal-
ten sie, wenn wir die Poisson’sche Gleichung 16sen,
wozu wir allerdings zuvor die Ladungsdichte o(r) ken-
nen miissen. Wir wollen sie mithilfe einer Analogie-
betrachtung herleiten. Wie wir oben ausgefiihrt ha-
ben, liegt in unserer Elektrolytlosung ein Wechselspiel
zweier Energien vor, der elektrostatischen Anziehung,
fiir ein Ion der Ladung z; - e im Potential ¢(r) gege-
ben durch z; - e - ¢(r), und der thermischen Energie.
Ein vergleichbares Wechselspiel, namlich zwischen
der potentiellen Energie m - g - h [vgl. Gl. (1.1-3)] und
der thermischen Energie, finden wir bei der Dichtever-
teilung im Schwerefeld der Erde (barometrische Ho-
henformel). Fiir das Verhaltnis !N,(r)/ lﬁi von Zahl
IN,(r) der Ionen pro Volumeneinheit im Abstand r
vom Zentralatom zur mittleren Zahl ' N, dieser Ionen
in der Volumeneinheit der Losung ergibt sich deshalb

1NL-(r) _ziep)
— =e kT

N,

14

(1.6-66)

Die Ladungsdichte ¢(r) erhalten wir, wenn wir die lo-
nendichte !N;(r) mit der Ladung z; - e dieser lonen
multiplizieren und iiber alle Ionenarten i summieren:

z;-ep(r)

o(r) = Z zielﬁi e kT
i

(1.6-67)

Ist in einer sehr verdiinnten Losung z;ep(r) < kT (s.
oben), so konnen wir die e-Funktion in einer Reihe



entwickeln

e L Zice @(r) L1
e = _—— —_—
kT 2!

z;-e-q@(r) 2+
kT

(1.6-68)

und die Reihe nach dem 2. Glied abbrechen. Es ist
dann

o(r) = ZL: z;e'N, <1 - %) (1.6-69)

o)=Y ze'N, (”(r) Z 21N, (1.6-70)

Diesen Ausdruck konnen wir weiter vereinfachen.
Wegen der Elektroneutralititsbedingung muss der
erste Term, der lediglich die Summation aller Ladun-
gen beinhaltet, null sein. Beachten wir weiterhin, dass

IN; =N, -¢; (1.6-71)

mit der Stoffmengenkonzentration c; ist, und fithren
wir nach Lewis und Randall fir

%Zz?ci=1

den Begrift lonenstdrke

(1.6-72)

ein, so ergibt sich aus Gl. (1.6-70) fur
die Ladungsdichte

2NA621
kT

o(r) = — @(r) (1.6-73)

Die Poisson’sche Gleichung erhélt somit die Form
10 5,00(r) 2NA621
vl 04 = @(r)
r2 or or £,60kT

Zweckmaifligerweise setzen wir noch als Abkiirzung
1 [2N.e2\Y?
B\ eeokT

und schreiben fiir die Poisson’sche Gleichung, die man
nun

(1.6-74)

(1.6-75)

Poisson-Boltzmann-Gleichung nennt,

10 (2000 _ (1) _
2 (r - >_(/3’> o(r) (1.6-76)

1.6 Einfiihrung in die Elektrochemie

Die Losung dieser Gleichung (vgl. Mathematischer
Anhang P) fithrt zu

@(r) = ée B + B -ef (1.6-77)
mit den beiden Integrationskonstanten A und B. Fir
ihre Bestimmung stehen uns zwei Bedingungen zur
Verfugung, die Forderung, dass fiir r — oo ¢(r) ge-
gen null gehen muss, und die Elektroneutralitétsbe-
dingung. Wir erkennen unmittelbar, dass die erste Be-
dingung nur erfiillt werden kann, wenn B = 0 ist. Glei-
chung (1.6-77) reduziert sich also auf

A —

™[~

o(r) = (1.6-78)
Die Elektroneutralitidtsbedingung fordert, dass die ge-
samte Ladung der Ionenwolke gleich der Ladung des
Zentralions, jedoch mit entgegengesetztem Vorzei-
chen ist. Die gesamte Ladung der als kugelsymme-
trisch angenommenen Ionenwolke erhalten wir durch
Integration der Ladungsdichte tiber den gesamten
Raum der Ionenwolke. Die Ladungsdichte in Ab-
héngigkeit von r erhalten wir durch Einsetzen von
GL (1.6-78) in Gl. (1.6-73) unter Beriicksichtigung von
GL (1.6-75)

™|

o(r) = —¢.&y - ﬁTr (1.6-79)
so dass die gesamte Ladung der Ionenwolke gegeben
ist durch

JodV:—srso'A J L. -e ﬁ 4r* dr (1.6-80)
a

\I»—‘

2
) B
wobei beriicksichtigt ist, dass sich die Ionenwolke
vom kleinstmoglichen Abstand vom Zentralion (a =
Radius des Ions i) bis ins Unendliche erstreckt. Die
rechte Seite von GIl. (1.6-80) muss nach dem oben
Gesagten gleich dem negativen Wert der Ladung des
Zentralions sein, so dass wir mit

l_rf ‘#d(é) (1.6-81)

eine Bestimmungsgleichung fiir A erhalten. Partielle

—Z:

;re=—4me ey A

mm_‘

Integration liefert (1 +
Wert

%) e B, so dass wir fiir A den

ze 7
A=— . ¢ (1.6-82)

4me.gg (1 a)
+_
B

finden. Setzen wir Gl. (1.6-82) in Gl. (1.6-78) ein, so
ergibt sich schliefilich fiir das Potential ¢(r)
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(1.6-83)

Diese Gleichung ist die zentrale Gleichung der De-
bye-Hiickel'schen Theorie.

Wir wollen sie deshalb ein wenig niher diskutieren.
Das Potential ¢(r) sollte aus zwei Anteilen aufgebaut
sein, einem Anteil ¢,(r). der vom Zentralion, und ei-
nem Anteil ¢, (r), der von der Ionenwolke herriihrt.
Der erste Anteil ist durch

ze
L (1.6-84)
4re gyr

@, (r)=

gegeben. Fiir den zweiten folgt aus Gl (1.6-83) und
GL (1.6-84)

z;e eb _r
- . - .e B — 1
e gyr 1+E

QW) =@(r)— @, (r)=

(1.6-85)

Gleichung (1.6-84) wiirde auch bei Abwesenheit jeg-
licher interionischer Wechselwirkung giiltig bleiben.
Gleichung (1.6-85) wird bestimmt durch die Grofle S
und beschreibt die eigentliche interionische Wechsel-
wirkung. Nach Gl (1.6-75) ist  umgekehrt propor-
tional der Wurzel aus der Ionenstirke. Geht die Kon-
zentration und somit nach GL (1.6-72) auch die Io-
nenstédrke gegen null, so strebt S gegen oo und nach
GL (1.6-85) @, (r) gegen null. Wir nihern uns dem
idealen Verhalten an.

Die Grofle 5 hat die Dimension einer Linge. Man
bezeichnet sie als Radius der Ionenwolke, weil in die-
sem Abstand vom Mittelpunkt des Zentralatoms die
Ladungsdichte do/ dr = g4mr? innerhalb der Ionen-
wolke maximal ist. Wir sehen dies sofort, wenn wir in
Gl. (1.6-79) den aus Gl. (1.6-82) folgenden Wert fiir A
einsetzen,

durch Multiplikation mit 477> dr die Ladung inner-
halb einer Kugelschale mit dem Radius r und der Dicke
dr berechnen,

o-4mr*dr=const.-r-e Bdr (1.6-87)

und nach Bilden der 1. Ableitung den Extremwert von
o0 - 41tr? bestimmen:

d(odmr?)

=0=const. |[e F —
dr [

ar- e_%] (1.6-88)

=

Tab. 1.6-8 Radius der lonenwolke im Wasser bei 298 K fiirver-
schiedene Salztypen (z*, z~ bzw. z~, z*) in Abhédngigkeit von
der Konzentration.

C

_— Salztyp
mol dm—3

B(1,1)/nam B(1,2)/nm B(2,2)/nm B(1,3)/nm
1071 0.96 0.55 0.48 0.39
1072 3.04 1.76 1.52 1.24
1073 9.6 5.55 4.81 3.93
1074 30.4 17.6 15.2 12.4

Diese Gleichung ist erfiillt fiir

r(p4ﬂr2)max = (1.6-89)

Setzen wir in Gl. (1.6-75) die universellen Konstanten
ein, so erhalten wir

fir den Radius der Ionenwolke

1/2 7\ 1/2
B=6.288-10"11 (Im—"1> (Sr ) (1.6-90)
K- m I

und fiir den speziellen Fall wéssriger Losungen bei
298K [¢,(H,0) = 78.30]

B(H,0,298K) =

1/2 ~1/2
1.358 - 1078 <%d> (2 zfci> (1.6-91)

Tabelle 1.6-8 zeigt uns, dass die nach Gl. (1.6-91) be-
rechneten Radien der Ionenwolke mit abnehmender
Konzentration und abnehmender Ionenladung stark
zunehmen. Bei 107! M Losungen sind die Radien der
Ionenwolke in der Groéfienordnung der lonenradien,
bei 10~* M Losungen jedoch um fast zwei Zehnerpo-
tenzen grofler.

Wir wollen nun zum Schluss noch nach dem Poten-
tial der Ionenwolke am Rand des Zentralions fragen.
Dieses Problem wird uns spéter (Abschnitt 2.5.5) noch
sehr beschiftigen. Da kein Ion der Ionenwolke dich-
ter als bis auf den Abstand a an den Mittelpunkt des
Zentralions herankommen kann, erhalten wir das ge-
suchte Potential, indem wir in Gl. (1.6-85) r durch a
ersetzen:

a

z;e eh

Qu(r=a)= -e B —1] (1.6-92)

" dmeega | 14+ %

z;e 1

. 1.6-93
e e PH+a ( )

Qu(r=a)=—



Berechnung des Leitfahigkeitskoeffizienten f,

Debye, Hiickel und Onsager verkniipften zur Berech-
nung des Leitfahigkeitskoeffizienten f, die oben ent-
wickelte Theorie der interionischen Wechselwirkung
mit der Kontinuitatsgleichung der Hydrodynamik. In
Anbetracht der sehr schwierigen mathematischen Be-
handlung wollen wir uns hier damit begniigen, die Re-
sultate der Berechnungen anzugeben. Aufgrund der
Existenz des Relaxationseffektes und des elektropho-
retischen Effektes setzt sich die molare Leitfdhigkeit
A, aus drei Anteilen zusammen, der molaren Grenz-
leitfahigkeit A, dem Relaxationsanteil A, und dem
elektrophoretischen Anteil A :

AC = AO - Arel - Ael (16—94)

Aus den Ausfithrungen beziiglich des Modells der
Elektrolytlosung diirfen wir schliefien, dass A, und
A stark von den Ladungszahlen der Ionen und dem
Radius 5 der lonenwolke abhingen werden. Weiter-
hin sollte beim Relaxationseffekt die Geschwindigkeit
des Zentralions im Feld eine Rolle spielen. Fiir diese
ist Ay ein Mafi. Beim elektrophoretischen Effekt ist
zu erwarten, dass wegen der gegensinnigen Bewegung
des Ions und der Ionen der Ionenwolke wieder das
Stockes’sche Reibungsgesetz und damit die Viskositét
eine Rolle spielt. Fiir einen einfachen, vollstandig dis-
soziierten Elektrolyten findet man

2 |zt
e? 1z7z71q 1 1
=— : Ay = (1.6-95
T3k 14 \fg dmeel B ( )
4o Fee 2+l 1 (1.6-96)
el 6” ’7 /)) ¢
mit
- + -
.= |2tz | ‘ Ay +4, (1.6-97)
|zt + 27| |z4]A + |27 |A]

Fassen wir die Gl. (1.6-94) bis (1.6-96) zusammen und
berticksichtigen noch Gl. (1.6-90), so erhalten wir

3/2 . 3/2
A=Ay — [8.8606- 10+4 <K o > 1

mol/2 (& IR
= 2.2.-1/21.1/2
NN, 30s. ps AN K
1+ \/5 mol®/?

— L (| + |z—|>] VI

n(e, T)'/2
(1.6-98)
Dabei ist die Viskositit in kgm™'s™! einzusetzen.
Wenden wir diesen Ausdruck auf wissrige Elektro-
lytlosungen bei 298 K an, fiir die &, = 78.30 und =
0.890 - 10~3 kg m~! 57! ist, so ergibt sich
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A=Ay — 2486102 (22} T 1,
mol 1+ \/5

7/2
(It + |z—|)] VI

+9.592 - 107>
mol¥/2 O

(1.6-99)

Fiir 1,1-wertige Elektrolyteist |z*| = |z7| =1 und g aus
Gl (1.6-97) nimmt den Wert % an, so dass fiir diesen
speziellen Fall gilt

A (1,1-wertig) =
Ay —1[7.281-10734, 4+ 1.918 - 1074 m2Q " mol™]

. <m_3>1/2 Ve

(1.6-100)
mol

Wir sehen, dass wir bei den verwendeten Zahlen-
werten die Stoffmengenkonzentration in mol - m™3
einsetzen miissen und die molare Leitfdhigkeit in
m? Q™! mol~! erhalten. Wollen wir die Konzentration
als Molaritit, d. h. in mol dm™2, und die molare Leitfa-
higkeit in cm? Q! mol~! angegeben, so wie wir es in
den Tabellen getan haben, so folgt aus Gl. (1.6-100)

A (1,1-wertig) =
Ay —10.2302 A + 60.68 cm® Q! mol™!]

. (d_m?’>1/2 Ve

(1.6-101)
mol

und
fiir den Leitfahigkeitskoeffizienten f,

f4(1,1-wertig) =

1- Ai[o.zsozAO +60.68 cm? Q! mol™!]
0

dm3 \ /2
()"
mol
Wir erkennen sofort die Ubereinstimmung

mit dem Kohlrausch’schen \/E—Gesetz [vel. GL
(1.6-40)].

(1.6-102)

Bedenken wir, dass wir bei der Ableitung der interioni-
schen Wechselwirkung die Bedingung erfiillen muss-
ten, dass die Coulomb’sche Wechselwirkungsenergie
< kT sein musste, was nur bei sehr verdiinnten Lo-
sungen gilt, so verstehen wir, dass auch die Debye-
Hiickel-Onsager’sche Theorie nur bei hohen Verdiin-
nungen (< 1072 M) eine gute Ubereinstimmung mit
dem experimentellen Ergebnis liefert.
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Selbstverstandlich spielt die interionische Wechsel-
wirkung auch bei schwachen Elektrolyten eine Rolle,
doch wird, wie wir bereits oben diskutiert haben, die
Konzentrationsabhéngigkeit des Dissoziationsgrades
einen grofleren Einfluss auf die molare Leitfdhigkeit
haben als die interionische Wechselwirkung. Bei ei-
ner genauen Untersuchung miissen wir bei schwachen
Elektrolyten deshalb anstelle von Gl. (1.6-59) schrei-
ben

A

e fya

1.6-103
T (1.6-108)

Fir den Leitfahigkeitskoeffizienten eines schwachen
1,1-wertigen Elektrolyten folgt unter Beachtung von
GL. (1.6-102) fiir 298 K

£\ = A, 0230244 +60.68cm> Q! mol ™!
3\ 1/2
: <fn—”(‘)1> Vac (1.6-104)

Dabei muss beachtet werden, dass a eine Funktion von
c ist.

1.6.10 Anwendungen der
Leitfahigkeitsmessungen

Dank der Tatsache, dass die molare Leitfahigkeit ei-
ne einfache Funktion der Konzentration ist, bieten
sich Leitfdhigkeitsmessungen fiir Konzentrationsbe-
stimmungen an. Darauf griinden sich verschiedene
Anwendungen im Bereich der Thermodynamik (Be-
stimmung des lonenproduktes des Wassers, Bestim-
mung des Loslichkeitsproduktes eines schwerlosli-
chen Salzes, Bestimmung der Losungswirme eines
schwerldslichen Salzes, Bestimmung von thermody-
namischen Gleichgewichtskonstanten und Aktivitéts-
koeffizienten schwacher Elektrolyte), worauf wir bei
gegebener Gelegenheit in Kapitel 2 noch zuriickkom-
men werden. Auch fiir kinetische Untersuchungen
konnen Leitfahigkeitsmessungen in Frage kommen,
und zwar dann, wenn bei der Reaktion Ionen ent-
stehen oder verschwinden oder wenn langsam wan-
dernde Ionen durch schnell wandernde ersetzt werden
oder umgekehrt.

Aus diesem Grund eignen sich Leitfahigkeits-
messungen auch als Indikator bei Titrationen. In
Abb. 1.6-17 ist der Leitfihigkeitsverlauf bei der Titra-
tion einer Sdure dargestellt. Auf der Abszisse ist die
Menge zugesetzter Lauge, auf der Ordinate die Leit-
fahigkeit aufgetragen. Im anfinglichen Teil sinkt die
Leitfdhigkeit, weil die schnell wandernden Protonen
durch langsamer wandernde Alkali-Ionen ersetzt wer-
den. Hinter dem Aquivalenzpunkt steigt die Leitfihig-

V(Lauge)

Abb. 1.6-17 Leitfahigkeitstitration einer Saure.

keit wieder, da ohne weitere chemische Reaktion Al-
kali- und Hydroxid-Ionen hinzukommen.

Bislang haben wir noch nicht davon gesprochen,
dass bei der elektrolytischen Ionenwanderung auch
ein Isotopieeffekt auftritt. Er ist zwar klein, doch ist es
gelungen, unter Ausnutzung dieses Effektes Isotopen-
anreicherungen bei festen und geschmolzenen Salzen,
bei wissrigen Losungen und bei Metallen zu erzielen.

1.6.11 Kernpunkte des Abschnitts 1.6

Erstes und zweites Faraday’sches Gesetz,
Abschnitt 1.6.1
Zersetzungsspannung, Abschnitt 1.6.1
Elektrolyse — galvanische Stromerzeugung,
Abschnitt 1.6.1
Stokes’sches Gesetz, Gl. (1.6-21)
Elektrische Beweglichkeit der Ionen, Gl. (1.6-23)
Spezifische Leitfihigkeit, Gl. (1.6-28)
Molare Leitfahigkeit, Gl. (1.6-29)
Erstes Kohlrausch’sches Gesetz von der
unabhéngigen Wanderung der Ionen, GI. (1.6-33)
Konzentrationsabhdngigkeit der molaren
Leitféihigkeit, Abschnitt 1.6.4
Kohlrausch’sches Quadratwurzelgesetz,
GL. (1.6-40)
Messung elektrischer Ionenbeweglichkeiten und
Uberfithrungszahl, Abschnitt 1.6.5
Hydratation der Ionen, Abschnitt 1.6.6
Walden’sche Regel, Gl. (1.6-51)
Schwache Elektrolyte, Abschnitt 1.6.8
Ostwald’sches Verdiinnungsgesetz, Gl. (1.6-60)
Starke Elektrolyte — Debye-Hiickel-Onsager-Theorie,
Abschnitt 1.6.9
Leitfdhigkeitskoeffizient, Gl. (1.6-64)
Poisson’sche Gleichung, Gl. (1.6-65)
Ionenstarke, Gl. (1.6-72)
Poisson-Boltzmann-Gleichung, Gl. (1.6-76)
Radius der Ionenwolke, Gl. (1.6-90), (1.6-91)
Leitfdhigkeitskoeffizient, Berechnung,
Gl (1.6-102)
Anwendungen der Leitfihigkeitsmessungen,
Abschnitt 1.6.10



1.6.12 Rechenbeispiele zu Abschnitt 1.6

1 Ineinem Strombkreis sind ein Knallgas- und ein Sil-
bercoulometer hintereinandergeschaltet. Welches Vo-
lumen hat das entwickelte Knallgas bei 0.960 bar und
298 K, wenn im Silbercoulometer 856 mg Silber abge-
schieden worden sind?

2 In einer elektrolytischen Zelle misst man fiir ei-
ne 0.001 M Kaliumnitratlésung bei 291K einen Wi-
derstand von 3866.3 Q). Fiir reines Wasser fand man
96 - 10* Q. Wie grofs ist die molare Leitfihigkeit einer
0.001 M Rubidiumchloridlésung, wenn man bei der
gleichen Temperatur fiir eine solche Losung einen Wi-
derstand von 3698.0 Q erhalt? [A4(0.001 M KNO3) =
123.65 Q™1 cm? mol™!]

3 Bei 298K betrigt die Leitfdhigkeit einer gesattig-
ten AgBr-Losung 15.37 - 1078 Q" 1cm™!. Wie grof3
ist die Loslichkeit des AgBr bei dieser Tempera-
tur (in gdm™), wenn das zum Losen verwendete
Wasser eine Leitfihigkeit von 4.05 - 1078 Q=1 cm™!
besitzt? Die molaren Grenzleitfihigkeiten wéssriger
Losungen von AgNO;, HNO; und HBr betragen
bei der gleichen Temperatur 133.3 Q™' cm? mol~!,
420.0 Q= cm? mol ™! bzw. 429.4 Q~! cm? mol~!.

4 In einer 0.1 M NaCl-Losung betrégt bei 291 K die
Uberfiihrungszahl des Cl~-lons 0.617. Bei der glei-
chen Temperatur und Konzentration ist die molare
Leitfahigkeit des NaCl 92.02 Q=1 cm? mol~!. Mit wel-
cher Geschwindigkeit wandern die Chlorid-lonen und
die Natrium-Ionen, wenn an die 90 mm voneinander
entfernten Elektroden eine Spannung von 5.2V ange-
legt wird?

5 Die molare Grenzleitfihigkeit des Tetrabu-
tylammoniumpikrats betrdgt in Nitrobenzol bei
298K 27.9 Q7! cm? mol™1, die Viskositit dieses Lo-
sungsmittels bei der gleichen Temperatur 1.811 -
103 kgm~1s~1. Wie grof§ ist die molare Grenzleit-
fahigkeit des Tetrabutylammonium-Ions bei 298K
in Pyridin, wenn fiir dessen Viskositit 0.8824 -
1073 kgm~!s~! angegeben werden und die molare
Grenzleitfahigkeit des Pikrat-Ions in Pyridin bei 298 K
33.7 Q7! cm? mol ! ist?

6 Fir die Konzentrationsabhéngigkeit der molaren
Leitfahigkeit des Kaliumnitrats findet man bei 291 K
folgende Werte:

m 0.0001 0.0002 0.0005 0.001 0.002 0.005
A 125.50 125.18 124.44 123.65 122.60 120.47

0.01 0.02  0.05 0.1 0.2 0.5

118.19 11521 109.86 104.79 98.74 89.24

Q! cm? mol™!
<
moldm=—3

A

Q! cm? mol™!

1.6 Einfiihrung in die Elektrochemie

Man ermittle die molare Grenzleitfahigkeit A, und
vergleiche die experimentell gefundene Konzentrati-
onsabhéngigkeit mit der von der Debye-Hiickel-Onsa-
ger’schen Theorie vorausgesagten. Bei 291 K betragen
&,(H,0) = 80.8 und 7(H,0) = 106 - 10> kgm~!s71.

7 Fir die Konzentrationsabhéngigkeit der molaren
Leitfahigkeit der Benzoesdure bei 298 K findet man
folgende Werte:

c

9.02-107% 1.91-107* 2.63-107* 3.81-107* 7.51-107*

moldmA’3
————— 212.94 166.03 147.66 127.85 96.68
Q-1 cm? mol~!
—— 1.07-107% 1.32-1073 2.05-107% 7.22-1073 1.436- 1072
moldmA3
82.94 75.68 62.17 34.96 24.86

Q7! cm? mol™!

Man versuche, die Konzentrationsabhédngigkeit ent-
sprechend Gl (1.6-40) und G (1.6-63) darzustel-
len. Was ist aus dem Resultat zu folgern? Wie
grofd ist die molare Grenzleitfihigkeit A,? Die mo-
lare Grenzleitfihigkeit des Natriumbenzoats betragt
bei der gleichen Temperatur 82.3 Q~1em? mol™}, die
von NaCl 126.5 Q7! cm?mol™! und die von HCI
426.0 Q! cm? mol~!. Wie grof3 ist der Dissoziations-
grad der Benzoesdure bei den oben angegebenen Kon-
zentrationen? Man ermittle die Dissoziationskonstan-
te der Benzoesdure nach GI. (1.6-58).

8 Schreiben Sie die Gesamtreaktion fiir eine funktio-
nierende galvanische Zelle, die aus den beiden Halb-
zellenreaktionen

Hg§++2e_ —2Hg und Cu*" +2e = Cu

konstruiert wird. Welches Material, Hg oder Cu, ist
die Anode? Wie grof$ ist AE? fiir die Zelle? Berech-
nen Sie die Gleichgewichtskonstante K fiir die Ge-
samtreaktion bei 25 °C. Wie grof3 ist die elektromoto-
rische Kraft dieser Zelle, wenn [HggJr /=0.10M und
[Cu®*"] = 0.10 M ist?

9 Geschmolzenes ZnCl, wird in einer Elektrolyse-
zelle durch Hindurchleiten eines Stroms von 3.0 A
wihrend einer bestimmten Zeit elektrolysiert. Dabei
werden 24.5 g Zn abgeschieden. Wie lange muss dafiir
der Strom eingeschaltet werden? Was ist die chemi-
sche Gleichung fiir die Reaktion an der Kathode? An
der Anode? Wieviel g Chlorgas werden dabei freige-
setzt?

10 Eine Standard-Wasserstoff-Halbzelle wird mit ei-
ner Standard-Silber-Halbzelle gekoppelt. Natrium-
bromid wird zu der Silber-Halbzelle hinzugegeben, so
dass ein Niederschlag von AgBr ausfillt. Die Zugabe
erfolgt so lange, bis /Br~/ = 1.00 M. Die Spannung an
der Zelle betragt an diesem Punkt 0.072 V. Berechnen
Sie das Loslichkeitsprodukt fiir Silberbromid.

133



1 Einfiihrung in die physikalisch-chemischen Betrachtungsweisen, Grundbegriffe und Arbeitstechniken

11 Warum kann man angelaufenes Silberbesteck
in heifSer Kochsalzlosung mit Aluminiumfolie ,reini-
gen“?

12 Ein galvanisches Element besteht aus
zwei Pb/Pb**-Halbzellen mit unterschiedlicher
Blei(II)-ionen-Konzentration. Erkldren Sie, weshalb
zwischen den beiden Bleielektroden eine elektrische
Spannung auftritt. Wie dndert sich qualitativ die Span-
nung, wenn man zur Elektrolyt-Losung mit der ge-
ringeren Blei(II)-ionen-Konzentration folgende Salze
gibt:

a) Natriumnitrat
b) Blei(II)-nitrat
¢) Natriumsulfat

Begriinden Sie Ihre Aussagen.

13 In einer Kaliumdichromat-Losung sind Dichro-
mat- und Chrom-III-Ionen im Verhéltnis 10 000 : 100
enthalten. Berechnen Sie, ob sich mit dieser Losung
Chloridionen oxidieren lassen, wenn der pH-Wert =1
ist.

14

a) Welches Standardpotential hat die Elektrode
Ga’*/Ga bei 25°C, wenn bei dieser Temperatur
die Standardpotentiale Eﬁ(GaB’Jr /Ga) = -0.529V
und Eg(Gag’*, Ga’*) = —0.650 V betragen?

b) Die Standard-Elektrodenpotentiale der Sn’*/
Sn**-Elektrode und der Fe?* /Fe3*-Elektrode bei
25°C betragen +154mV bzw. +772mV. Berech-
nen Sie die freie Standard-Reaktionsenthalpie und
die Gleichgewichtskonstante der Reaktion

2Fe?t + Sn?t «— 2Fe? + Sntt

bei dieser Temperatur.
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1.7 Beugungserscheinungen und
reziprokes Gitter

Wir hatten immer wieder gesehen, welch grofle Be-
deutung der Kenntnis der mikroskopischen Struk-
tur von Verbindungen zukommt. Die Methode, mit
der man heute Strukturinformation (zumindest fes-
ter Stoffe) erhilt, ist die Rontgenstrukturanalyse. Da-
bei beobachtet man die Beugungserscheinungen von
Rontgenlicht nach Durchdringung fester Stoffe. Da-
mit schliefit dieser Abschnitt an die Versuche mit der
Elektronenbeugung an (Abschnitt 1.4.6), bei der man
die Wellennatur der Elektronen nutzt, um Beugungs-
erscheinungen zu untersuchen. Alle diese Beugungs-
erscheinungen unterliegen denselben Prinzipien, und
wir werden sie auch noch an anderer Stelle nutzen. Der
folgende Abschnitt soll dazu dienen, in die Prinzipien
der Beugung an regelméfligen geometrischen Struktu-
ren einzufiihren.

Bei Licht handelt es sich um elektromagnetische
Strahlung, die eine elektrische und eine magnetische
Feldkomponente besitzt. Beide folgen einer periodi-
schen Schwingung im Raum. Elektrische und magne-
tische Komponenten stehen senkrecht aufeinander
sowie auf der Ausbreitungsrichtung, wie in Abb. 1.7-1
angedeutet.

Schwingungsebene

/ Polarisationsebene
z

Abb. 1.7-1 Darstellung der Schwingung von elektrischen und
magnetischen Felddichten bei elektromagnetischer Strahlung
bei Ausbreitung in x-Richtung.



Blende  Ejnkristall

weilles gebeugte
Réntgenlicht Rantgenstrahlen
Réntgenrohre
Schirm (Photoplatte}

Abb. 1.7-2 Schematische Darstellung des Aufbaus zur Ront-
genbeugung nach Laue.

Moj 111} PH{111)

Abb. 1.7-3 Beugungsmuster von Mo und Pt, wobei die Kris-
talle in (111)-Richtung (Richtung der Raumdiagnonalen der
Gitter in Abb. 1.7-4) durchstrahlt werden.

Wir beschrinken uns auf die Betrachtung des elek-
trischen Feldes (die magnetische Komponente kann
analog beschrieben werden, ist aber fiir die folgen-
den Betrachtungen im Kontext des Buches von gerin-
ger Bedeutung, da wir magnetische Wechselwirkun-
gen kaum betrachten):

E=E,-sin{fow(t—x/c)} (1.7-1)
Hier sind die Kreisfrequenz w = 2mv (v: Frequenz) und
die Wellenlange A = c2m/®w mit der Phasenverschie-
bung @

@ =(2n/A)x (1.7-2)
verkntpft. Letztere wird wichtig, wenn zwei Licht-
wellen interferieren. Fir das Beugungsbild spielt die
Kenntnis der Phasenverschiebung die entscheidende
Rolle. Abbildung 1.7-2 zeigt schematisch eine Anord-
nung zur Durchfithrung der Rontgenbeugung (Laue-
Anordnung). In Abb. 1.7-3 sind die Beugungsbilder
von Pt und Mo gezeigt. Ein Gitter (Mo) gehort zum
kubisch raumzentrierten Typ, das andere zum kubisch
flachenzentrierten Typ, wie Abb. 1.7-4 zeigt.

1.7 Beugungserscheinungen und reziprokes Gitter

Abb. 1.7-4 Schematische Darstellung eines kubisch flaichen-
zentrierten Gitters (a), sowie eines raumzentrierten Gitters (b).

Wir werden sehen, dass sich die Intensitétsverteilung
im Beugungsbild aus der Uberlagerung dreier Terme
ergibt, die weitgehend unabhéngig voneinander sind.
Dies sind einmal die Primérintensitit der Rontgen-
strahlung, zum zweiten ein Term, der sich aus der
Form der Elementarzelle ergibt, und zum dritten ein
Term, der aus der periodischen Anordnung der Ele-
mentarzellen folgt. Man muss dazu wissen, dass die
Wahrscheinlichkeit fiir die Beugung von Licht an ei-
nem Atom mit der Zahl der an diesem Atom vorhan-
denen Elektronen zusammenhéngt. Daher haben wir
die schweren Elemente Mo und Pt als Proben ge-
wihlt.

Im Folgenden wird nun die Beugung an einfachen Ob-
jekten (Spalten) diskutiert, um Einblick in die oben an-
gesprochene Verteilung der Intensitit im Raum und
den Zusammenhang zur geometrischen Struktur des
beugenden Objektes zu gewinnen.

1.7.1 Allgemeine Merkmale
der Beugungserscheinungen

Beugungserscheinungen treten allgemein bei Wel-
len immer dort auf, wo diese durch Hindernisse be-
grenzt werden. Man findet dann auch im geome-
trischen Schattenbereich der Hindernisse eine Wel-
lenerregung, d.h. die Begrenzung einer Welle verur-
sacht eine Abweichung von der gradlinigen Wellen-
ausbreitung. Diese Erscheinung wird umso deutlicher,
je mehr die Dimension der Hindernisse oder der frei-
en Durchldsse (Spalte, Locher in Blenden) sich der
Groflenordnung der Wellenldnge néhert. An Hinder-
nissen greifen also die Wellen um diese herum. Die-
se Erscheinung bezeichnet man als Beugung und die
in die geometrischen Schattenrdume hineindringen-
den Wellen als gebeugte Wellen. Die Deutung der
Beugung ist mithilfe des Huygens-Fresnel’schen Prin-
zips moglich. Trifft eine ausgedehnte Wellenfront auf
ein undurchlissiges Hindernis, das nur einen Teil
der Wellenfront durchtreten lisst (z.B. eine Blende
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Abb. 1.7-5 Optischer Strahlengang bei der Beugung am Spalt.

mit Offnung oder ein Gegenstand, der kleiner ist als
die gesamte Wellenfront), so wird jeder Punkt des
nicht behinderten Teils der Wellenfront Ausgangs-
punkt einer Elementarwelle, die sich kugelférmig aus-
breitet und somit die Wellenerregung auch in die
geometrische Schattenzone hineintragt. Hier inter-
ferieren die Elementarwellen und erzeugen je nach
den Gangunterschieden verschiedene Wellenerregun-
gen. Das gebeugte Wellenfeld zeigt daher eine be-
stimmte Interferenzstruktur, die man Beugungsfigur
nennt.

Bei der Behandlung optischer Beugungserscheinun-
gen unterscheidet man zwei verschiedene Beugungs-
arten, die Fraunhofer’sche und die Fresnel'sche Beu-
gung. Bei der Fraunhofer’schen Beugung liegt die
Lichtquelle und der Beobachtungsort unendlich weit
vom beugenden Objekt entfernt, d.h. die Beugungs-
erscheinung wird mit ebenen Wellen beobachtet. Bei
der praktischen Durchfiihrung wird die Lichtquelle in
den Brennpunkt einer Sammellinse gebracht und die
Beugungsfigur in der Brennebene einer zweiten Sam-
mellinse beobachtet (Abb. 1.7-5).

Von Fresnel'scher Beugung spricht man, wenn die
Quelle oder der Beobachtungspunkt oder beide in
endlicher Entfernung vom beugenden Hindernis lie-
gen. Hier treten dann gekriimmte Wellenflichen, also
divergente und konvergente Strahlenbiindel auf. Die
Fresnel'sche Beugung liegt vor bei Anordnungen oh-
ne Linse mit kleinen Abstinden. Die mathematische
Behandlung der Fresnel'schen Beugung ist schwieriger
als die der Fraunhofer’schen Beugung.

Wir beschrénken uns auf die Diskussion der Fraun-
hofer’schen Beugung.

1.7.2 Fraunhofer’sche Beugung am Spalt

Eine ebene Welle (Parallelstrahlbiindel) fillt senk-
recht auf einen Spalt, dessen Breite d die Gro-
flenordnung der Lichtwellenldnge A hat. Die Spalt-
ebene ist eine Wellenfliche, alle ihre Punkte wir-
ken als gleichphasig schwingende Erregerzentren
von Elementarwellen gleicher Amplitude. Die Ele-
mentarwellen sind kohirent, ihre Uberlagerung
im Unendlichen ergibt die Fraunhofer’sche Beu-
gungsfigur des Spaltes. Wir charakterisieren die

A=dsine

ebene Welle

Abb. 1.7-6 Charakteristische Gréf3en fir die Diskussion des
Gangunterschieds gebeugter Wellen.

einfallende Lichtwelle, die in x-Richtung auf den
Spalt falle, durch den elektrischen Feldvektor E =
E, - sin{w(t) — (x/c)}. Wir teilen die Spaltbreite
d in m Teile, wobei m eine grofle ganze Zahl sei
(Abb. 1.7-6).

In einer Ebene senkrecht zur Spaltldnge (Zeichen-
ebene) verlduft dann aus jedem Spaltteil unter dem
Winkel a zur Einfallsrichtung ein Elementarwellen-
strahl der Amplitude E(0). Die resultierende Ampli-
tude E(a) in Richtung a im unendlich weit entfern-
ten Punkt P ergibt sich durch Addition aller Teilstrahl-
amplituden unter Berticksichtigung der Phasenunter-
schiede der Teilwellen. Die Strahlen 1 und m haben
einen Gangunterschied A = d - sina, dem ein Pha-
senunterschied von @ = 2n/1)A, dh. @ =k - A
mit k =2, A =d -sina, entspricht. Zwei benach-
barte Teilstrahlen haben einen Gangunterschied § =
% = (d/m) sin &, dem ein Phasenunterschied von ¢ =
(2ntd /Am) sin a entspricht.

Wir fithren die phasengerechte Addition der Teil-
wellenamplituden graphisch als entsprechende Vek-
toraddition durch. Jede Teilwelle wird dargestellt
durch einen Vektor der Linge E£(0), die Vektoren zwei-
er benachbarter Teilwellen bilden den Winkel ¢ mit-
einander (Abb. 1.7-7).

In Richtung der einfallenden Welle ist « = 0 und da-
mit A = § =0. Die Amplituden der Teilwellen addieren
sich daher in dieser Richtung im Punkt P, algebraisch

D =mg r

Abb. 1.7-7 Hilfskonstruktion fiir die Summation der Amplitu-
den gebeugter Teilstrahlen.



zu E(0) = mE,,.

nd
in (1

in (7 -sina)
m-sin | — - sina
Am

- sin 0[)

E(a) = E(0) -

(1.7-3)

Um nun exakt den Einfluss der gesamten Spaltbreite
zu erfassen, muss noch der Grenziibergang m — o

durchgefiihrt werden. Es ist
. < nd . >
lim | m - —sina
M= 00 Am

. ( . [nd . ])
lim ( m-sin |—sina
m—oo Am

= HT sin a (1.7-4)
Somit folgt
sin <HT sin 0()
E(a) = E(0) - - (1.7-5)
"T sin a

Da nun die Lichtintensitét proportional dem Qua-
drat der Lichtwellenamplitude ist, I ~ E2, folgt fiir
die Intensitdt /(«) in Richtung a

(o)
sin —sina

2
nd .
( 2 sin 0£>

I(a) = I, (1.7-6)

Danach ist die Intensitét null, d. h. es liegen Inter-

ferenzminima vor, unter solchen Winkeln « fiir die

(md/A) sin @ = kit mit k # 0 ist (Abb. 1.7-8).
Damit ist die Bedingung fiir Minima:

dsina = kA, k= =+1,+2,+3, ... (1.7-7)
Dem Wert k = 0 entspricht der Winkel & = 0 bzw.
(md/A)sina = 0.

Bezeichnen wir (md/Al)sina = u, so ist
(sinu/u),—o = 1, d. h. hier herrscht die Intensitit ,.

T

Il

r’u
0.045 .
L~ \ 0015 0008 d since

4 3 2 - A

Abb. 1.7-8 Intensitatsverteilung bei der Beugung am Spalt.

1.7 Beugungserscheinungen und reziprokes Gitter

Dieses ist die grofite in der Beugungsfigur vorkom-
mende Intensitit, sie liegt in der Mitte der Beugungs-
figur und wird als Hauptmaximum bezeichnet.

Zwischen den Minima liegen weitere Nebenma-
xima, ihre Lage erhélt man aus der Bedingung
d// du = 0. Sie liegen in guter Ndherung unter sol-
chen Winkeln « fiir die gilt:

dsina=Q2k+1)1/2, k==+1,+2,%3,... (1.7-8)

Die Intensitéit der Nebenmaxima ist nur gering, vergli-
chen mit der Intensitét I, des Hauptmaximums, und
sie nimmt mit steigender Ordnungszahl schnell ab.

Fiir sie gilt:

Iy

K+ 1)
(kr3) m
woraus fiir Kk = 1, 2 und 3 folgt: I; = 0.045 1,
I, = 0.016 I, und I; = 0.008 .

Auflerdem ist bemerkenswert, dass die Breite des
Hauptmaximums doppelt so grof} ist wie die der Ne-
benmaxima. Die erhaltenen Bedingungen fiir die Beu-
gungsstrukturen gelten in allen Ebenen senkrecht zur
Spaltlinge. Bei der Beobachtung der Beugungsfigur im
Endlichen mithilfe einer Linse entsteht daher in deren
Brennebene ein System aus hellen und dunklen Strei-
fen, die parallel zur Spaltlédnge liegen.

Wegen der starken Intensitatsabnahme der Neben-
maxima mit steigender Ordnungszahl &, kénnen nur
die Beugungsstrukturen niedriger Ordnung beobach-
tet werden. Damit aber auch dieses moglich ist, darf
die Spaltbreite d nicht wesentlich grofier als die Wel-
lenldnge A sein, weil sonst die Minima und Maxima
bei zu kleinen Winkeln a liegen und nicht mehr ge-
trennt wahrgenommen werden kénnen. Bei Verwen-
dung von weifem Licht entstehen auf dem Schirm im
Zentrum ein weifler Streifen und sonst farbige Strei-
fen, da an jeder Stelle eine bestimmte Farbe durch
Interferenz ausgeloscht wird, so dass die zugehorige
Komplementirfarbe auftritt.

I = (1.7-9)

Bestimmung der Wellenlange monochromatischen
Lichtes aus der Breite des Hauptmaximums bei
Beobachtung ohne Linse in gro8er Entfernung

Die interferierenden Teilstrahlen konnen in grofier
Entfernung als parallel angesehen werden, d. h. es gel-
ten die Bedingungen der Fraunhofer’schen Beugung
(Gl (1.7-7)). Wenn mit a die Entfernung der beiden
1. Minima bezeichnet wird, gilt (s. Abb. 1.7-9)

sina; = f—i = — (1.7-10)

2L
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Abb. 1.7-9 Bestimmung der Wellenldnge aus der Position von
Maxima und Minima.

und damit

(1.7-11)

1.7.3 Fraunhofer’sche Beugung am Doppelspalt

Es sei d die Breite beider Spalte und D ihr gegen-
seitiger Abstand, wobei D > d vorausgesetzt werde.
Jeder Spalt entwirft einmal ein Beugungsbild, beide
Beugungsbilder fallen zusammen und ergeben somit
das gleiche Interferenzmuster, das bei einem Einzel-
spalt entsteht. Als weitere Erscheinung tritt aber noch
hinzu, dass jetzt auch noch korrespondierende Strah-
len aus beiden Spalten miteinander interferieren. Es
kommt daher unter bestimmten Winkeln zu weiteren
Ausloschungen, was zu einer Modulation des Einzel-
spaltbildes fiihrt (Abb. 1.7-10).

Es sei E(a) die Amplitude des gebeugten Lichtes
in Richtung a aus einem Einzelspalt. Die Wellen aus
Richtung a aus beiden Spalten, die einander korres-
pondieren, haben einen Gangunterschied A = Dsina
der einem Phasenunterschied von ¢ = (2rnt/A) Dsina
entspricht. Die Gesamtamplitude E () in Richtung o
ergibt sich dann durch die Addition der Einzelspalt-
amplituden unter Beriicksichtigung des Phasenunter-
schiedes. Diese Addition kann wieder graphisch als
Vektoraddition (siehe Abschnitt 1.7.2) erfolgen, als Er-
gebnis folgt:

Ep(a) =2 E(a)cos(p/2) (1.7-12)
Fiir den Einzelspalt hatten wir erhalten:
sin (];—d sin a)
Ep(a) = EQ) - ——— (1.7-13)
"T sina

=0 —

2
/—/a‘[%#
:

FETEL

Schirm

Abb. 1.7-10 Strahlengang bei der Beugung am Doppelspalt.
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Damit folgt jetzt fiir die Intensitat I (a) ~ E%(a)
des am Doppelspalt gebeugten Lichtes (wobei noch
die Beziehung sin 28 = 2 sin 3 cos 8 benutzt wird):

A

nd sin a
A

. ond . 2 . 2nD . 2
sin (= sin ) sin (T sin ar)
Ip(a)=1,- :

sin (]TA—D sin a)
(1.7-14)
Der erste Klammerterm rithrt von der Beugung
durch die Einzelspalte her, der zweite Term hat
seinen Ursprung in der Interferenz des gebeugten

Lichtes aus beiden Spalten. Es gelten folgende Be-
dingungen fiir die

Interferenzstrukturen (Abb. 1.7-11)

I. Klasse Minima: Maxima:
(Einzelspalt): dsina=kA dsina=Q2k+1)1/2
k=1,2,3,...
unda =0

Interferenzstrukturen

IL. Klasse: Minima: Maxima:
Dsina=Q2k'+1)A/2 Dsina=k'A
k'=0,1,2, ...

Die Winkelbreite des Hauptmaximums 1. Klasse ist
21/d, die eines Maximums II. Klasse 1/D. Daher lie-
gen im Hauptmaximum z = (2A/d)/(A/D) = 2D/d
Maxima IIL Klasse.

Iy

1 -*f;\\s;u-. L RN Dsina
4 -3 -2 40 1 2 3 4 A
1 | 1 | L d sinee
-2 -1 0 1 2 A

Abb. 1.7-11 Intensitatsverteilung nach Beugung am
Doppelspalt.



1.7.4 Fraunhofer'sche Beugung am ebenen
optischen Strichgitter

Ein optisches Strichgitter besteht aus einer sehr gro-
en Zahl paralleler (Abb. 1.7-12), dquidistanter Spalt-
offnungen in einem Schirm.

Man benutzt meist Glasgitter, bei denen auf plan-
parallelen Glasplatten in gleichem Abstand parallele
Furchen geritzt werden (Rowland-Gitter). Die unver-
letzten Stellen zwischen den Furchen wirken als licht-
durchléssige Spalte. Die Zahl der Gitterspalte werde
mit N bezeichnet. Der Abstand zweier entsprechen-
der Punkte in aufeinanderfolgenden Offnungen heift
Gitterkonstante d. Die einzelne Spaltbreite nennen wir
hier . Man kann mit modernen Hilfsmitteln mehre-
re tausend Spalten pro cm erzeugen, und die besten
Gitter enthalten eine Gesamtzahl von iiber N = 10°
Strichen.

Die Betrachtungen des Doppelspalts sind jetzt auf N
Spalte zu erweitern. Alle Spalte erzeugen einzeln iden-
tische Beugungsbilder, die zusammenfallen und insge-
samt das Beugungsbild des Einzelspalts ergeben. Da-
neben aber interferieren noch unter gleichem Win-
kel a verlaufende Elementarwellen aus allen Spalten
miteinander. Die dabei entstehende Interferenzfigur
moduliert das Einzelspaltbeugungsbild. Das Zusam-
menwirken der Elementarwellen zweier benachbar-
ter Spalte wiederholt sich in allen weiteren Spalten.

Die Gesamtamplitude unter dem Winkel « ergibt sich
durch Addition der Teilamplituden unter Beriicksich-
tigung des Gangunterschiedes A = d sin & benachbar-
ter Teilwellen. Als Intensitéitsverteilung des gebeugten
Lichtes folgt dann:

2 2
sin (“Tb sinoc) sin <NT“d sinoc)
La)=1Io- wh . ’ d
- sina sin <HT sinoc)
(1.7-15)
Linse

Abb. 1.7-12 Strahlengang bei der Beugung am
Mehrfachspalt.

1.7 Beugungserscheinungen und reziprokes Gitter

Wir schreiben diesen Ausdruck kurz in der Form
I=1, I - I, (Abb. 1.7-13).

Der Term I; bestimmt das Beugungsbild des Ein-
zelspaltes, der Term I, die Modulation durch die
Interferenz des gebeugten Lichtes aus allen Spal-
ten. Die beiden Terme haben unter folgenden Be-
dingungen Extremalwerte:

Term [;: Maxima:  bsina =
QK +1)A/2
und & =0 mit k' =
+1,+2,43, ...
Nullstellen: bsina = k'A
Term I,: Maxima: dsina = kA
und @ =0 mit k =
0,+1,+2,...

Man nennt diese Maxima Hauptmaxima.

Nullstellen: dsina = mit k =
(k+ m/N)A 0,+1,+2,+3, ...
und m =
1,2,3,...,
(N-1)

Zwischen zwei Hauptmaxima gibt es also N — 1 Null-
stellen.

Zwischen zwei aufeinanderfolgenden Nullstellen
liegt jeweils noch ein Nebenmaximum. Die Intensi-
tdt der Nebenmaxima betrégt aber nur einen Bruchteil
von denen der Hauptmaxima und wird umso kleiner,
je grofler N ist.

Die einem Hauptmaximum folgende erste Nullstelle
liegt um so ndher an diesem, je grofSer N ist, d. h. die
Hauptmaxima sind um so schérfer, je grofier die Zahl
der Gitterstriche ist.

Die Abb. 1.7-13 zeigt die gesamte Intensititsvertei-
lung fiir den Fall N = 8.
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Abb. 1.7-13 Intensitatsverteilung nach Beugung an acht
Spalten.
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/
i A +dd

Crdnung &

ki L tmazkn+ o) dsinc:

Abb. 1.7-14 Bestimmung der Auflésung.

Da die Hauptmaxima bei grofier Zahl von Gitterstri-
chen sehr scharf sind, kann mithilfe von Beugungsgit-
tern die Wellenlange des einfallenden Lichtes sehr ge-
nau gemessen werden. Man bestimmt dazu die Win-
kel a unter denen die Hauptmaxima der verschiede-
nen Ordnungen k auftreten, und benutzt die Bezie-
hung d sin a = kA zur Berechnung von A.

Fallt Licht mit verschiedenen Wellenldngen auf ein
Gitter, so erzeugen — da sin a proportional zu A ist —
die verschiedenen Wellenlédngen die Beugungsmaxi-
ma bestimmter Ordnung unter verschiedenen Win-
keln (Abb. 1.7-14). Eine Ausnahme bildet das Maxi-
mum nullter Ordnung, das fiir alle Wellenldngen unter
a = 0 liegt. Das System der Maxima einer bestimm-
ten Ordnung fiir alle Wellenldngen stellt ein Spek-
trum des einfallenden Lichtes dar. Entsprechend der
Ordnung der Maxima unterscheiden wir Spektren ers-
ter, zweiter, dritter usw. Ordnung. In den Spektren
liegen jeweils die grofieren Wellenldngen auch unter
den grofleren Winkeln. Dies ist genau entgegenge-
setzt zum Spektrum, das von einem Prisma erzeugt
wird.

Die Moglichkeit, verschiedene Wellenlingen mit-
hilfe eines Beugungsgitters trennen zu konnen, wird
in den Gitterspektralapparaten ausgenutzt. Als Dis-
persion des Gitters wird die Grofle D = da/ dA defi-
niert. Sie gibt die Grofie des Winkelunterschieds da
an, den die Maxima gleicher Ordnung fiir die Wel-
lenldngen A und A + dA besitzen. Aus der Beziehung

0l-sincr=k/lfolf.gtd-cosor=k-ﬂ

und damit fiir die
da

Dispersion des Gitters

dae = k
dl ~ d-cosa

(1.7-16)

Die Dispersion ist hiernach umso grofier, je hoher die
Ordnung der Beugung und je kleiner die Gitterkon-
stante ist.

Die Leistungsfahigkeit eines Spektralapparates zur
Trennung verschiedener Wellenldngen wird durch
sein spektrales Auflosungsvermogen 1/dA gekenn-
zeichnet. Dabei sind A und A + dA zwei Wellenldngen,

die gerade noch deutlich unterschieden werden kon-
nen. Beim Gitter ist das gerade der Fall, wenn das Ma-
ximum k-ter Ordnung fiir die Wellenldnge A + dA in
das erste Minimum k-ter Ordnung fiir die Wellenldn-
ge A fallt. Es muss daher gelten d - sina = (k+1/N)A =
k(A + dA) (Abb. 1.7-14).

Daraus folgt fiir das

Auflésungsvermogen des Gitters

AJdA = kN . (1.7-17)
Aus Intensitéitsgriinden konnen beim Gitter immer
nur die Spektren niedriger Ordnung beobachtet wer-
den. Um ein ausreichendes Auflésungsvermogen zu
erreichen, muss daher die Zahl N der Gitterstriche
entsprechend grof8 gewdhlt werden. Das gelbe Licht
einer Natrium-Dampflampe besteht aus einem Ge-
misch von Wellen mit zwei engbenachbarten Wellen-
lingen von 1; = 5890 A und 1, = 5896 A. Im Git-
terspektrum liefert jede Wellenlénge eine Linie, man
nennt diese Linien die D-Linien des Natriums. Wird
in erster Ordnung beobachtet, so ist fiir ihre Trennung
ein Auflésungsvermogen von A/ dA = 5890/6 ~ 103
notig, d.h., es muss ein Gitter mit mindestens 1000
Gitterstrichen benutzt werden. Fiir die Spektroskopie
mit sehr hoher Auflésung (Untersuchung der Fein-
und Hyperfeinstruktur der Spektrallinien der Atome)
stehen Gitter mit N = 10> und mehr zur Verfiigung.
Die grofite Zahl von Gitterstrichen erzielt man bei den
sog. Reflexionsgittern, bei denen diinne Furchen auf
Metallflichen (Gold) geritzt werden. Im Gegensatz zu
den Transmissionsgittern wird bei den Reflexionsgit-
tern die Interferenz der von den nicht beschidigten
Spalten in riickwirtiger Richtung ausgehenden Ele-
mentarwellen ausgenutzt.

1.7.5 Fraunhofer'sche Beugung am Kreuzgitter

Ein zweidimensionales Beugungsgitter oder Kreuzgit-
ter entsteht, wenn zwei Strichgitter gekreuzt tiberein-
andergelegt werden (Abb. 1.7-15).
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Abb. 1.7-15 Beispiel fur ein zweidimensionales Gitter.
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Abb. 1.7-16 Gangunterschied zwischen interferierenden
Strahlen bei senkrechtem Einfall.

Wir wollen nur den Fall senkrechter Kreuzung be-
trachten. Lichtdurchléssig sind jetzt nur noch die
Kreuzungsstellen, ein Kreuzgitter liegt daher auch
vor, wenn ein lichtundurchlédssiger Schirm an den
Kreuzungsstellen zweier gekreuzter Strichgittersys-
teme jeweils kleine gleichartige Offnungen besitzt.
Wird ein solches Gitter mit parallelem monochroma-
tischem Licht bestrahlt, so entsteht als Beugungsfigur
in Fraunhofer’scher Beobachtung ein System heller
Punkte. Diese Beugungsmaxima liegen in den Schnitt-
punkten eines rechteckigen Netzes.

Die Beugungsfigur entsteht durch Interferenz der
Elementarwellen aus den einzelnen Offnungen. Das
Kreuzgitter liege in der xy-Ebene und habe die Git-
terkonstanten d; in x-Richtung und d, in y-Richtung.
Die Bestrahlung des Gitters erfolge in z-Richtung. Die
Winkel, die ein abgebeugter Strahl mit der x- und
y-Achse bildet, werden mit a und S bezeichnet. Zwei
dquivalente Strahlen aus zwei in x-Richtung aufein-
anderfolgenden Offnungen, die mit der x-Achse den
Winkel « bilden, haben einen Gangunterschied A; =
d; cosa (Abb. 1.7-16).

Wiirden also nur solche Elementarwellen miteinan-
der interferieren, die von Offnungen ausgehen, wel-
che jeweils in x-Richtung aufgereiht sind, so entstdn-
den Maxima unter allen Richtungen, fiir die der Win-
kel & der Bedingung d; cosa = k;A gentigt. Entspre-
chend folgt, dass die Interferenz allein solcher Ele-
mentarwellen, die aus Offnungen stammen, welche je-
weils in y-Richtung aufgereiht sind, unter allen Rich-
tungen Maxima liefern wiirde, fiir die der Winkel 5 der
Bedingung d, cos 8 = kA gentigt. Tatsdchlich interfe-
rieren aber die Elementarwellen aus beiden Systemen
von Offnungen, daher erscheinen nur unter solchen
Richtungen (a, f) Maxima, fiir die gleichzeitig beide
Bedingungen erfiillt sind, also sind die

Bedingungen fiir Helligkeitsmaxima beim Kreuz-
gitter

dy cosa = kA
dy cos = koA
mit ky, ky =0,+1,+2, ...

1.7 Beugungserscheinungen und reziprokes Gitter

Jeder helle Lichtpunkt im Beugungsbild ist durch
ein Paar ganzer Zahlen (k;, ky) bestimmt. Wie beim
Strichgitter sind die Maxima umso deutlicher ausge-
prigt, je grofSer die Zahl der Offnungen im Gitter ist.
Bei Einstrahlung von weiflem Licht tritt an die Stelle
einfarbiger Lichtpunkte ein System von farbigen Spek-
tren. Solche Kreuzgitterspektren konnen leicht beob-
achtet werden, wenn man eine Lichtquelle durch ein
feines Drahtnetz oder ein feinmaschiges Stoffgewebe
(Seide, Bespannung des Regenschirms, Gardinen) be-
trachtet.

Das Beugungsbild des Kreuzgitters entsteht auch,
wenn anstelle eines Schirms mit Offnungen eine
entsprechende komplementére Anordnung aus klei-
nen undurchsichtigen Teilchen benutzt wird (Babi-
net’sches Theorem).

1.7.6 Fraunhofer'sche Beugung am Raumgitter,
Rontgenstrahlinterferenzen

Wenn sich nunmehr in z-Richtung in Abstdnden d
ein ebenes Punktgitter periodisch wiederholt, ent-
steht ein dreidimensionales Gitter oder Raumgitter
(Abb. 1.7-17).

Natiirliche Gitter dieser Art stellen die Einkristalle
dar; bei diesen bilden Atome, Molekiile oder Ionen die
Gitterpunkte. Die Abstiande der Gitterpunkte, also die
Gitterkonstanten d,, d, und d; sind bei den Kristall-
gittern von der Grof3e einiger Angstrom. Das einfachs-
te Raumgitter ist das kubische Gitter, bei dem die drei
Gitterkonstanten gleich grof$ sind. In diesem Gitter
kristallisiert z. B. Pt, die Gitterkonstante betrégt hier
d = 3.92 A. Zur Erzeugung von Beugungserscheinun-
gen mit einem Raumgitter ist es wie bei den Strich-
und Kreuzgittern erforderlich, dass die Wellenlangen
der eingestrahlten Primédrstrahlung die Grofienord-
nung der Gitterkonstante hat. Beugungserscheinun-
gen an Kristallgittern treten daher auf bei Verwendung
von Rontgenstrahlung mit Wellenlingen im Bereich
von etwa 1-10 A. Ahnlich wie beim Kreuzgitter be-
stehen die auf einem Schirm (photographische Plat-
te) aufgefangenen Beugungsfiguren aus einem System

.
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Abb. 1.7-17 Dreidimensionale Gitter.
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Abb. 1.7-18 Gangunterschiede zwischen interferierenden
Strahlen bei schiefem Einfall.

punktformiger Intensititsmaxima. Die Beugungsfigu-
ren konnen in Transmission und Reflexion beobach-
tet werden. Einen Vektor, der von einem willkiirlich
gewihltem Ursprung zu einem Punkt auf deren Git-
ter fithrt, kann man schreiben als R = ny Zil + nzt_iz +
n333, wobei 1, n, und n; ganze Zahlen und le, ;12
und ;13 die Einheitsvektoren des Gitters sind.

Wir bezeichnen die Richtungswinkel, die eine be-
stimmte Raumrichtung mit der x-, y- und z-Achse
bilden, mit &, B und y. Fillt ein Rontgenstrahlbtindel
der Wellenldnge A auf das Kristallgitter, so wird jeder
Gitterpunkt (Atom, Ion) zur Emission von kohéren-
ter Streustrahlung angeregt, die die gleiche Wellen-
lange wie der Primérstrahl hat und sich als Kugelwel-
le ausbreitet. Die Streuwellen interferieren miteinan-
der. In bestimmten Raumrichtungen tritt Verstiarkung
auf, d. h. auf einem Schirm erscheinen an den entspre-
chenden Stellen punktformige Intensitidtsmaxima. Die
Richtungswinkel &, f und y dieser Maxima ergeben
sich analog der Betrachtung beim Kreuzgitter. Das Pri-
mérbiindel falle unter den Winkeln «, 5, und y, auf
den Kristall (Abb. 1.7-18).

Die Gangdifferenz von Streustrahlen, die von in
x-Richtung benachbarten Gitterpunkten ausgehen,
ist:

A, =d;cosa—d; cosay =d;(cosa — cos a)
(1.7-18)

Entsprechende Beziehungen gelten fiir die Gang-
unterschiede von Strahlen, die von in y- und
z-Richtung benachbarten Gitterpunkten ausge-
hen. Damit ergeben sich folgende Bedingungen
fiir Interferenzmaxima beim Raumgitter, die auch
Laue’sche Interferenzgleichungen genannt werden
(1912 von Max v. Laue angegeben):

Bedingungen fir Interferenzmaxima beim
Raumgitter
dj(cosa — cosay) = kjA (1.7-19)
dy(cos B — cos ) = koA (1.7-20)
ds(cosy — cosyy) = kg (1.7-21)

mit kl’ k2, k3 = 0, il, 12,

Zu den Laue’schen Gleichungen kommen als Neben-
bedingungen noch die im rechtwinkligen Koordina-
tensystem fiir die Richtungswinkel giiltigen folgenden
Beziehungen hinzu:

cos® ay + cos® By + cos? yo = 1 (1.7-22)

cos® a + cos? B+ cos’y =1 (1.7-23)
Wegen dieser Nebenbedingungen sind die Inter-
ferenzgleichungen bei vorgegebenen Werten fiir
g, Pos Vo, sowie dy, dy und d3 im Allgemeinen nicht
mit ganzen Zahlen ki, k, und k3 zu erfillen. Zu je-
dem Zahlentripel &, k,, k3 gibt es nur eine einzige
Wellenlédnge, die die Interferenzgleichungen erfiillt.

Sie folgt aus den fiinf Bedingungsgleichungen
(1.7-19 bis 1.7-23) zu:

% cosag + % cos fBy + % cos yg
A=-2.-2 2 > (1.7-24)
) () ()
d; dy ds

Im Gegensatz zum Strich- und Kreuzgitter werden al-
so beim Raumgitter nur ganz bestimmte Wellenléngen
gebeugt. Strahlt man dagegen ein ganzes Wellenldn-
genkontinuum (,weifles“ Rontgenlicht) ein, so sucht
sich das Raumgitter aus dieser Gesamtheit gerade die
Wellenlédngen heraus, die obiger Bedingungsgleichung
fiir A mit ganzen Ordnungszahlen ki, k,, k3 genii-
gen. Die Beugungsmaxima sind also auch dann mo-
nochromatisch. Bei bekannten Gitterkonstanten kann
aus der Anordnung der Interferenzpunkte die Wel-
lenldnge des gebeugten Rontgenlichtes bestimmt wer-
den. Bei unbekannten Kristallen kann aus der Anord-
nung und Intensitét der Interferenzpunkte die raumli-
che Anordnung der Gitterbausteine, also die Kristall-
struktur ermittelt werden.

Die geschilderte Rontgenstrahlbeugung an Einkris-
tallen kann nach W.L. Bragg (Vater und Sohn, 1913)
auch als Interferenz von Strahlen gedeutet werden,
die an parallelen Netzebenen reflektiert werden. Netz-
ebenen sind Ebenen im Kristall, die mit Gitterbau-
steinen besetzt sind. In einem Kristall sind immer
eine grofle Zahl von Systemen einander paralleler
Netzebenen vorhanden, in ihrer Gesamtheit umfas-
sen sie alle Punkte des Gitters. Das einfallende Ront-
genstrahlbiindel bilde mit den Netzebenen einer Netz-
ebenen-Schar einen Winkel 9, man nennt diesen Win-
kel Glanzwinkel. Von allen Punkten der Netzebenen-
Schar gehen kohérente Streuwellen aus. Betrachtet
wird jetzt die Interferenz der Streustrahlen, die mit
den Netzebenen ebenfalls den Winkel 9 bilden und so
verlaufen, als wiren sie die zu den einfallenden Strah-
len an den Netzebenen reflektierten Strahlen.




Abb. 1.7-19 Beugung an Netzebenen bei schiefem Einfall zur
Ableitung der Bragg'schen Gleichung.

Es kommt dann zur Verstarkung aller Streustrah-
len, wenn der Gangunterschied benachbarter ,re-
flektierter” Strahlen aus zwei aufeinanderfolgenden
Netzebenen ein ganzzahliges Vielfaches der Wel-
lenldnge ist. Ist 4 der Abstand der Netzebenen, so
folgt fiir den Gangunterschied (Abb. 1.7-19) (Dies
wurde bereits in Abschnitt 1.4.4, Gl. (1.4-14) be-
handelt):

A =2AB = 2dsin 9 (1.7-25)
Somit ergibt sich ein Maximum der Rontgenstrahl-
intensitdt, wenn der Glanzwinkel der folgenden
Bragg’schen Bedingung geniigt:

2dsind=kA k=0,1,2,...

Man kann beweisen (wir wollen darauf aber hier
verzichten, werden aber den Zusammenhang weiter
unten erkennen), dass die von-Laue-Gleichung und
die Bragg’schen Gleichungen gleichbedeutend sind.
Durch Messung der Glanzwinkel 9, die Maxima der an
einer Netzebenen-Schar reflektierten Rontgenstrah-
lung kann die Wellenldnge der Strahlung ermittelt
werden, wenn der Netzebenenabstand d bekannt ist,
und umgekehrt (Kristallspektrometer fiir Rontgen-
strahlung). Zur Bestimmung des Netzebenabstands d
muss mit monochromatischer Rontgenstrahlung ein-
gestrahlt werden (GL. 1.7-25).

Dies ist die Grundlage der Rontgenstrukturanalyse.
Bei der Bestimmung des Gitters rotiert man die Ein-
kristallprobe relativ zum einfallenden Rontgenstrahl
und bestimmt mit einem Detektor fiir Rontgenstrah-
lung die gestreute Intensitit als Funktion dieses Win-
kels (Abb. 1.7-20).

Das oben abgeleitete Zahlentripel ki, k,, k3 wird
haufig durch das Buchstabentrio 4, &, [ ersetzt. Man
nennt dieses Zahlentripel ,Miller’sche Indizes“ Es
wird als (hkl), also etwa (100), (111) oder (211), ange-
geben. Negative Indizes werden mit einem Uberstrich
gekennzeichnet, z. B. (ITO). Ein solches Zahlentripel

1.7 Beugungserscheinungen und reziprokes Gitter

Réntgen- ™
detektor

Drehtisch mit Einkristall

Réntgenrohre

Abb. 1.7-20 Schematische Darstellung eines Drehkristall-
Diffraktometers fiir R6ntgenstrahlen nach dem Bragg'schen
Reflexionsverfahren.

(111) wurde in Abb. 1.7-3 zur Angabe der Einstrah-
lungsrichtung des Rontgenlichtes verwendet.

Zum Schluss dieses Abschnitts wollen wir eine ele-
gantere Darstellung der moglichen Interferenzmaxi-
ma vorstellen und den Begrift des ,reziproken Gitter-
vektors” einfithren. Wir gehen davon aus, dass der Ab-
stand zweier Punkte, an denen das einfallende Licht
gestreut wird, durch einen Gittervektor

-

R = }’llal + }’1232 i +n333 (1.7’26)

wie zu Beginn des Abschnitts definiert, gegeben ist.
Der Wellenvektor 7(0 der einfallenden Welle sowie

derjenige der gestreuten Welle k haben natiirlich, da
es sich ja um elastische Streuung handelt, denselben
Betrag, aber die Richtung, die den Gangunterschied
bestimmt, hat sich naturgeméifd geéndert. Die Rich-
tungsédnderung ist in den Laue’schen Interferenzglei-
chungen durch die Differenz der Richtungskosinus,
z.B. cos a des gestreuten und cos a, des einfallenden
Strahls bertiicksichtigt. Fiir die Richtungskosinus eines
Vektors @ = (a,, a, a,) gilt allgemein

a‘
cosa; = — miti=ux, Y,z (1.7-27)
a

wobei |@| wie oben den Betrag des Vektors darstellt.
Man kann dann statt Gl. (1.7-19) auch schreiben

kx kOx .

A =R, - | =——-—= =kA mitR, =nd;
|kl |kl

(1.7-28)

Entsprechende Beziehungen lassen sich fiir die y- und
die z-Richtung aufschreiben. Diese drei Gleichungen
kann man zu einem Ausdruck fiir den gesamten Gang-
unterschied A zusammenfassen:
A=A +A +A;=R- <§—@) (1.7-29)
Ikl 1Kol
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Fiir konstruktive Interferenz muss gelten

A=I’I/IA m1tm=k1+k2+k3=0,il,12,

(1.7-30)
Nutzt man noch die Beziehung
k| = IKol = 2n (1.7-31)
A
erhilt man fir das Skalarprodukt
R-(k—ky)=2m-m (1.7-32)

Diese Gleichung ist mathematisch dquivalent zu

iR kko)  gi2mm — 1 (1.7-33)
Dies bedeutet, dass das Skalarprodukt der Vektoren R

und K = k — I_éo den Wert null ergeben muss, die Vek-
toren also senkrecht aufeinander stehen. Man nennt
deshalb den Vektor K den reziproken Gittervektor.
Wenn €, €5, €5 die Einheitsvektoren des reziproken

Gitters bezeichnen und Zil, le, 513 die Einheitsvekto-
ren des realen Gitters, gilt

I_é = klél + kzéz + kgés (1.7’?)4‘)
und

éi-glj=2n6ij i,j=1,2,3; &;;:Kronecker-Symbol

Auch die Einheitsvektoren des realen und des rezipro-
ken Gitters stehen also senkrecht aufeinander.

Bildet man nun das Skalarprodukt der Vektoren R
und K , so ergibt sich

dy - K=2m-k (1.7-35)
d, K =2n-k (1.7-36)
dy K =2m- ks (1.7-37)

Dies sind aber genau die oben abgeleiteten Laue-
Gleichungen. Zwei wichtige Resultate ergeben sich
daraus:

1. Die Miller’schen Indizes sind die Vorfaktoren
eines reziproken Gittervektors.

2. Man erhidlt genau dann konstruktive Interfe-
renz, wenn die Anderung des Wellenvektors
beim Streuprozess einem reziproken Gittervek-
tor entspricht.

Das bedeutet: Die Punkte, die sich bei Durchstrahlung
eines Gitters oder in Reflexion an Netzebenen erge-
ben, sind die Gitterpunkte des zugehdrigen reziproken
Gitters. Die Punkte des reziproken Gitters haben die
gleiche Symmetrie wie das Realgitter. Die Lange der
Gittervektoren im Realraum und im reziproken Raum
verhilt sich reziprok, d.h. je linger ein Einheitsvek-
tor im Realraum ist, umso kiirzer ist er im reziproken
Raum.

1.7.7 Kernpunkte des Abschnitts 1.7

Licht als elektromagnetische Strahlung, Gl. (1.7-1)

Fresnel’'sche und Fraunhofer’sche Beugung,
Abschnitte 1.7.1 bis 1.7.6

Winkelverteilung der am Spalt gebeugten
Strahlung, GL. (1.7-6)

Haupt- und Nebenmaxima, Abschnitt 1.7.2

Winkelverteilung der an mehreren Spalten
gebeugten Strahlung, Gl. (1.7-15)

Dispersion des Gitters, GL. (1.7-16) und Auflésung

Laue-Gleichung, GL (1.7-19)-(1.7-21)

Reziprokes Gitter, Abschnitt 1.7.6

Rontgendiffraktometer nach dem Laue-Verfahren
und nach dem Bragg’schen Reflektionsverfahren,
Abschnitt 1.7.6

1.7.8 Rechenbeispiele zu Abschnitt 1.7

1 Mit Licht der Wellenlénge A = 532 nm wird ein
Einfachspalt beleuchtet. Auf einem 60 cm hinter dem
Spalt aufgestellten Schirm (Abstand a) entsteht ein In-
terferenzmuster. Man beobachtet die beiden Minima
erster Ordnung in einem Abstand 4 von 2.1 cm. Be-
rechnen Sie die Spaltbreite /.

2 Ein Gitter mit 400 Strichen pro Millimeter wird
mit Laserlicht der Wellenlédnge 670 nm senkrecht be-
leuchtet. Das Beugungsbild wird in einem Abstand
von d = 50 cm aufgenommen. In welchem Abstand x
befinden sich Lichtpunkte 1. Ordnung?

3 Man beleuchtet das Gitter mit dem Laserstrahl
nicht senkrecht, sondern unter einem Winkel von 45°.
Unter welchem Winkel treten die gebeugten Strahlen
hinter dem Gitter aus?

1.7.9 Literatur zu Abschnitt 1.7
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