Albrecht Beutelspacher und Marcus Wagner

Wie man einen Wiirfel
aufpustet

44 mathematische Experimente

Mit Hlustrationen von Frank Wowra

i

HERDER 7

FREIBURG - BASEL - WIEN



®
MIX
Papier aus verantwor-
tungsvollen Quellen

gw%:g FSC® C083411

© Verlag Herder GmbH, Freiburg im Breisgau 2019
Alle Rechte vorbehalten
www.herder.de

Umschlaggestaltung: Gestaltungssaal, Rosenheim

Umschlagmotiv: © Frank Wowra

Zeichendreieck und Wiirfelzeichnung © YummySuperStar - iStock - GettyImages.
Satz: Layoutsatz Kendlinger, Freiburg

Herstellung: CPI books GmbH, Leck

Printed in Germany

ISBN Print 978-3-451-60068-5
ISBN E-Book 978-3-451-81607-9



Inhalt

Vorwort. . ... .. 7
Korper: Gesteckt, gerollt und aufgeblasen........... 9
Der Steckwiirfel . ........ ... ... . L. 11
Wie man einen Wiirfel aufpustet. ............... 15
Halbieren und Verdoppeln eines Quadrats . . ... ... 20
Rhombendodekaeder . ........................ 23
Kuboktaeder.............. ... .. ... ..., 27
Bienenwaben......... .. .. ... ool 31
Drei Teile zusammenpressen . . ................. 34
Tkosaeder......... ..., 37
Tetraederim Loch ........ .. .. ... ... ..... 41
Formen: Gefaltet, gezeichnet und geschnitten ... . ... 45
DasH ... 47
FEin sich drehendes Quadrat. ................... 50
Ein fast regelmifiiges Finfeck.................. 56
Nur ein Schnitt. . ... 59
Ein fast regulires Fiinfeck mit einem Schnitt. . . ... 63
Die Mitte finden. . ..., 68
Kurven: Eben, raumlich und berithrend ............. 71
Hyperboloid — die schnelle Variante ............. 73
Hyperboloid — die raffinierte Variante. ........... 76
Zwei Mal gleich groff —oder? .................. 80
Aus einer Ellipse wird ein Herz. . ............... 84
Alles gerade, trotzdemrund. . ......... ... . ..., 86
Knobelspiele: Verzwickt, verhext und verbliiffend .... 93
Pentominos ......... ... .. ... i 95
Wiirfelvierlinge ................. ... ... ... 99
Der Somawtirfel ............ ... ... .. ... .... 103
Der Conway-Wiirfel ........... ... . ... .. 106
Pop-up-Tetraeder .. ......... ... ... .. .. 109
Qua-Achteck. . ... .. .. 111
Selbstihnliche Knobelspiele. .. ................. 116
Eckwiirfel ...... .. ... 121



Muster: Konstant, veranderlich, geheimnisvoll . . . . ... 125

Metamorphose . .. ... 127
Natiirliche Spiralen ....... ... ... ... ... ..., 131
Umstiilpsechseck ........ .. ... ..o .. 135
Primzahlen finden ............. ... ... ... .. 140
Primfaktoren lochen. ......... ... ... ... .... 144
Zahlen: Zahlen, Schatzen, Rechnen . ............. .. 149
Goldener Schnitt .......... ... . ... o L. 151
Goldener Zirkel ....... ... . ... i L. 155
Lingenzauber............ ... . ... . ... 158
Wer ragt am weitesten heraus? ................. 162
Verknotete Faden . ........... ... ... ... 166
1in1000 ... 171
Mit zehn Fingern bis iiber 1000 zdhlen .. ......... 174
Durchblick: Eindeutig, mehrdeutig, vieldeutig . ... ... 177
Symmetrische Buchstaben . ............. ... ... 179
Ein Draht mit mehreren Perspektiven ........... 182
Forsterdreieck. .. ... ... i i 185
Clinometer . .........cooviiiiniiinennn.. 189



Vorwort

Den meisten Menschen macht es Spaf}, etwas zu basteln. Es
macht einfach Freude, etwas Schones herzustellen. Manche
haben Vorlieben fiir das Material, sie lieben Papier oder
Holz, manche finden knifflige und lang dauernde Bastelar-
beiten besonders attraktiv, wihrend fiir andere alles, was lin-
ger als finf Minuten dauert, seinen Reiz verliert. Manche
sind stolz auf das Produkt, fiir andere ist der Entstehungspro-
zess entscheidend.

Das Wunderbare an mathematischen Experimenten ist
jedoch nicht nur die positive Grunderfahrung, die man bei
der Herstellung und stolzen Begutachtung des schonen Pro-
duktes macht. Mathematische Experimente bieten viel mehr.

Zunichst sind es die Objekte selbst: Bei mathematischen
Basteleien steht nicht etwas Niitzliches oder etwas besonders
Kreatives im Mittelpunkt, vielmehr geht es darum, mathe-
matische Objekte herzustellen, die auf anschauliche Art und
Weise auf einen mathematischen Inhalt verweisen. In diesem
Buch reicht das von Vierecken und Funfecken iiber Tetraeder
und Wiirfel bis zu Ellipsen und Hyperboloiden.

Man kann aufilerdem mit den hergestellten Objekten ex-
perimentieren und dabei Erkenntnisse erzielen: Man entdeckt
die Selbstihnlichkeit bei Knobelspielen, man findet Prim-
zahlen mithilfe von Lochkarten und kann sich mit dem Gol-
denen Zirkel auf die Suche nach dem goldenen Schnitt im
Alltag machen.

Schliefilich kann man schon beim Basteln mathematische
Erfabrungen gewinnen. So erlebt man, wie aus drei Recht-
ecken das Ikosaeder entsteht, dessen Oberfliche nur Drei-
ecke besitzt. Man erkennt, welche Fiille an unterschiedlichen
Schattenbildern ein gebogener Draht hat. Man wundert sich
iiber die Verwandlungen eines Sechsecks, wenn man dieses
umstiilpt.



Es zeigt sich, dass das Experimentieren automatisch das
Denken anregt. Man macht sozusagen ganz von selbst Ma-
thematik — natiirlich nicht auf formaler Ebene, aber es ist
trotzdem Mathematik. Kurz gesagt: Solche Experimente
sind ein erster Schritt in die Mathematik.

Sie konnen das Buch auf jedem Niveau nutzen. Sie kénnen
selbst entscheiden, wie weit Sie der Mathematik niherkom-
men mochten. Sie kénnen einfach die Modelle basteln und
sich am Ergebnis erfreuen. Das ist wunderbar. Sie werden
vermutlich ganz von selbst den néchsten Schritt tun und beim
Experimentieren Fragen stellen, Vermutungen aufstellen und
besonders gliicklich sein, wenn sich alles zusammenfiigt.

Sie koénnen auch — wenn Sie mochten — ein kleines biss-
chen tiefer in die Mathematik einsteigen. Dazu finden Sie
jeweils am Ende der Abschnitte Anregungen. Sie werden
dann vielleicht entdecken, dass die Mathematik der Experi-
mente die gleiche Mathematik erschlieffen wie der Schulun-
terricht — nur von einer ganz anderen Seite aus.

Dieses Buch unterscheidet sich auch dadurch von einem
normalen Mathematikbuch, dass Sie es nicht systematisch
von vorne nach hinten durcharbeiten miissen. Machen Sie es
wie beim Offnen einer Pralinenschachtel: Suchen Sie sich
zunichst das Experiment aus, das IThrem Geschmack am
meisten zusagt. Die Experimente haben eine so grofie Band-
breite, dass Sie bestimmt etwas Passendes finden werden.

Mathematische Experimente faszinieren nach unserer Er-
fahrung eigentlich jeden. Das liegt an dem Zusammenspiel
von Handeln, Denken und Fiihlen. Oder, wie der Pidagoge
Johann Heinrich Pestalozzi sagt, dem Lernen mit ,,Kopf,
Herz und Hand®

Giefien und Berlin, im Januar 2019

Albrecht Beutelspacher und Marcus Wagner



Korper:
Gesteckt, gerollt
und aufgeblasen







Der Steckwiirfel

Der Wiirfel ist derjenige geometrische Korper, den man am
besten zu kennen glaubt. Doch manche Eigenschaften wer-
den durch diese Steckvariante aus Notizzetteln noch deutli-

cher.

quadratisches Papier, moglichst in drei Farben
(zum Beispiel Notizzettel in Rot, Blau und Gelb)
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Sechs quadratische Blatter werden zu kleineren Quadraten mit
Laschen gefaltet und aus sechs verschiedenen Richtungen zu-
sammengesteckt.

Aus jedem der sechs Blitter muss eine ,,Lasche® gefaltet wer-
den. Nehmen Sie zunichst eines der Blitter zur Hand. Falten
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Sie es zur Hilfte und falten Sie es anschlieffend wieder auf.
So entstehen zwei gleichférmige Rechtecke. Drehen Sie das
Blatt um 90 Grad und wiederholen Sie die Faltung. Nach
dem erneuten Auffalten ist das Quadrat durch die zwei gefal-
teten Hilfslinien in vier kleine Quadrate eingeteilt.
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Die beiden folgenden Faltungen werden nicht wieder riick-
gingig gemacht: Falten Sie eine Kante des Blattes zur Hilfsli-
nie in der Mitte und machen Sie mit der gegeniiberliegenden
Kante das Gleiche. Sie erhalten ein Rechteck, das durch die
bereits vorhandenen Faltlinien in vier kleine Rechtecke aufge-
teilt ist. Falten Sie schliefilich noch die beiden kurzen Seiten
des entstandenen Rechtecks zur Mitte. Es entsteht ein kleines
Quadrat mit der halben Kantenlinge des urspriinglichen Blat-
tes. Dieses Quadrat wird eine Seite unseres Wiirfels werden.
Damit man den Wiirfel zusammenstecken kann, ist es no-
tig, die letzten beiden Faltungen wieder so weit aufzufalten,
dass die Papierenden als Laschen im rechten Winkel zum
Quadrat in der Mitte stehen. Machen Sie alle Kanten ,,scharf*,
Damit ist das erste Bauteil fertig. Sie brauchen sechs sol-
che Laschen. Der Wiirfel wird besonders schon (und mathe-
matisch interessant!), wenn Sie drei Farben verwenden und
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beispielsweise zwei Bauteile aus rotem Papier falten, zwei aus
blauem und zwei aus gelbem.

Vor dem Zusammenstecken der Laschen zu einem Wiirfel
ist es hilfreich, wenn Sie sich die Anordnung der Farben klar-
machen. Die roten Bauteile bilden Ober- und Unterseite des
Wiirfels, die blauen Vorder- und Riickseite und die gelben
die rechte und linke Seite. Legen Sie die rote Unterseite auf
den Tisch, sodass die Laschen vorne und hinten nach oben
stehen. Nun fiigen Sie die gelben Bauteile rechts und links
an. Die Laschen dieser Bauteile miissen oben und unten sein.
Dann decken die beiden unteren Laschen die Innenseite des
unteren roten Bauteils komplett ab. Auf die oberen Laschen
der gelben Seitenteile legen Sie das rote obere Bauteil so,
dass dessen Laschen vorne und hinten nach unten zeigen.

Die Form des Wiirfels zeigt sich jetzt schon. Doch erst
durch die letzten beiden Bauteile wird das Ganze stabil.
Vorne und hinten sehen Sie die roten Laschen des ,,Bodens
und des ,, Deckels®. Rechts und links davon bilden die senk-
rechten vorderen Kanten des Wiirfels jeweils einen Schlitz.
Dorthinein miissen Sie die beiden Laschen der blauen Vor-
derseite stecken. Und Entsprechendes miissen Sie an der
Riickseite vollbringen. Dieses ,,Reinstecken macht anfing-
lich Schwierigkeiten, manchmal fillt der zuvor aufgestellte
Wiirfel wieder in sich zusammen. Halten Sie durch, es lohnt
sich! Denn wenn es Thnen gelingt, die blauen Seitenteile gut
reinzustecken, erhalten Sie einen erstaunlich stabilen Wiirfel.

An den Ecken erkennt man eine besondere Eigenschaft
dieses Korpers: An jeder Ecke treffen drei verschiedenfarbige
Quadrate zusammen. Insbesondere kommen an jeder Ecke
gleich viele Flichen zusammen. Das ist eine Eigenschaft, die
alle fiinf platonischen Korper erfiillen; diese sind nach dem
griechischen Philosoph Platon (428-348 v. Chr.) benannt.
Aufierdem besteht ein platonischer Koérper immer aus nur
einer Sorte von reguliren Vielecken als Seitenflichen. Im
Fall des Wiirfels sind es Quadrate.
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Konzentrieren Sie sich nun auf die Reihenfolge der Far-
ben an einer Ecke. Sie werden unterschiedliche Reihenfolgen
entdecken. Um eine Ecke herum sind die Farben Rot, Blau,
Gelb entweder im Uhrzeigersinn oder entgegen dem Uhr-
zeigersinn aufgereiht.

Wenn Sie verschiedene Ecken vergleichen, werden Sie
Folgendes feststellen: Zwei Ecken, die durch eine Kante ver-
bunden sind, haben unterschiedlichen Umlaufsinn, wihrend
zwei Ecken, die durch eine Diagonale eines Quadrates ver-
bunden sind, gleichen Umlaufsinn haben. Jede Variante gibt
es an vier Ecken.

Betrachten Sie nun vier Ecken mit gleichem Umlaufsinn.
Halten Sie den Wiirfel an diesen Ecken, indem Sie diese mit
Daumen und Mittelfinger Threr Hinde fassen. Sie werden
feststellen, dass auf jeder Seite des Wiirfels zwei gegeniiber-
liegende Ecken durch Ihre Finger gehalten werden. Wenn
man diese Diagonalen der Seiten einzeichnen wiirde, wiirde
man sechs Linien erhalten. Wenn man diese Linien als Kan-
ten eines neuen Korpers interpretiert, so erkennt man einen
Tetraeder.

Auch die gefalteten Hilfslinien erméglichen uns Einsicht
in die Struktur des Wiirfels: Die Hilfslinien sind auf den Sei-
ten deutlich zu sehen. Und sie passen zusammen! Jeweils vier
Hilfslinien erginzen sich zu einem Quadrat, das ,,um den
Wiirfel herum*® verlduft. Wiirde man einen — nicht hohlen —
Wiirfel entlang einer dieser Hilfslinien aufschneiden, so
wiirde man eine quadratische Schnittfliche erhalten. Diese
ist eine Symmetrieebene des Wiirfels.

Literatur:

A. Beutelspacher, M. Wagner: Wie man durch eine Post-
karte steigt ... und andere mathematische Experimente,
Verlag Herder 2010
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Wie man einen Wiirfel aufpustet

Durch Pusten wird aus einem zweidimensionalen Papier ein
dreidimensionales Objekt.

ein Blatt quadratisches Papier (circa 20 Zentimeter x 20 Zenti-
meter, mdglichst diinn)

Der Wiirfel wird durch Falten gemdl3 der Anleitung vorbereitet
und dann durch Pusten in die leicht gedffnete Spitze entfaltet.

Legen Sie das Blatt flach auf den Tisch. Falten Sie es entlang
einer Mittellinie zur Hilfte und anschlieflend wieder auf.
Anschlieflend legen Sie das Blatt auf die Riickseite. Falten sie
es zunichst entlang einer Diagonalen und wieder auf. Das
Gleiche machen Sie mit der zweiten Diagonalen. Wenn Sie
jetzt die beiden Endpunkte der Mittellinie iiber dem Blatt
zusammenfiihren, wird das quadratische Blatt zu einem vier-
lagigen Dreieck gefaltet.

[ ——— N\

Fast alle weiteren Schritte werden doppelt durchgefiihrt, und
zwar auf beiden Seiten des Dreiecks. Doch zunichst betrach-
ten wir nur eine Seite. Drehen Sie das Dreieck so, dass die
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lange Seite vor Thnen liegt und die rechtwinklige Spitze von
Thnen weg zeigt. Falten Sie die rechte und die linke Spitze
der oberen Lage zur rechtwinkligen Spitze. Die beiden gefal-
teten Bereiche bilden jetzt ein auf der Spitze stehendes Qua-

drat.

-
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Die rechte und linke Ecke dieses Quadrats werden im nichs-
ten Schritt zu dessen Mittelpunkt gefaltet.

/- -

......
-

Als Nichstes wird auch die (zweigeteilte) obere Spitze des
Quadrats zu dessen Mittelpunkt gefaltet.
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